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Introduccion

Mi motivacién principal en la elaboracion de este texto, esta en mi gusto por la
fisica, y en particular, Fisica IV, la cual es una materia bastante extensa y compleja,
a la cual le dediqué numerosas horas de estudio, y pretendo con esta guia plasmar
las soluciones detalladas hechas por mi persona de los problemas de la guia con que
se acostumbra estudiar esta materia, como lo es la guia de Di Bartolo.

Este solucionario no pretende ser un libro texto, sino pretende dar apoyo al
estudiante para el estudio de Fisica IV, en donde se presenta la aplicacién de la teoria
en las soluciones de los ejercicios propuestos en la guia del profesor Cayetano Di
Bartolo. En cada ejercicio se detallan los conceptos utilizados, las leyes, y carpinteria
matematica, asi como también en la mayoria de los casos se brinda un apoyo grafico
para un entendimiento méas preciso de qué se estd trabajando en cada problema.

Al ofrecer la solucién de los problemas de la guia, no significa que estén exentos
de errores, por lo que en caso de encontrar discrepancias o errores en las siguientes
paginas notificarlo a mi correo erasmo97@gmail.com, para ser revisado y modi-
ficado para la siguiente revisién del texto.

Espero que sea de gran ayuda para el entendimiento y aplicacion de los concep-
tos tedricos en los ejercicios practicos, y que con ello vengan excelentes resultados
académicos para la aprobacién de esta materia.

jMucho Ezito!

Erasmo A. Iniguez B.
Ing. Mecéanica. 14’

Observacion: Cabe senalar que la autoria y elaboracién de los planteamientos de los
problemas es obra del Prof. Cayetano Di Bartolo, ex-profesor del Departamento de Fisica
de la Universidad Simén Bolivar.

Di Bartolo, C. (2007). Guia de Problemas Fisica IV (FS-2212), Parte 1-9.
Universidad Simoén Bolivar. Caracas.
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0.1. Ley de Ampere

1. Considere un cable coaxial, de longitud infinita, for-
mado por un hilo de corriente y un cilindro conductor de .
radio interno R; y radio externo Rs. Por el hilo conductor
circula una corriente I que regresa por el cilindro conductor,

1
distribuida uniformemente en la regién R <Rs. ‘4_
" ., 1
Halle el campo magnético en la region Ry <r<Rsg, donde  wmsssssssss -
r es la distancia al eje comun de los conductores. Haga un /\1}

dibujo mostrando una de las lineas de campo magnético para -RI
esa regién.

Solucién: Como se tiene simetria cilindrica en el proble-
ma, el campo magnético producido por una corriente axial, tendra direcciéon tangencial,
es decir B = Byiig Por lo tanto para aplicar la Ley de Ampere, se considera una curva
cerrada de radio r. Entonces

fﬁcﬁ = }[ Bgydl = Bd)y{ dl = By(27r) (1)
C C C

Por otro lado como la corriente que circula por el cable I es uniforme, se tiene que el vector
I
densidad de corriente J, es J = —1, donde A, representa el area total de la distribucién,

esta drea encerra serd A = m(R3 — R?). Ahora, como se estd buscando el campo dentro
del cilindro, en la region Ry <r<Ra, la corriente encerrada en la regién interna del cilindro
sera.:

> - " Idr I
Iciin ro://J'dA: 2rr = TQ_RQ
e s W T Eem
16— )
= lilindro = —=5———
T RS R

Luego, recordando que en el centro se encuentra un cable coaxial con una corriente en
sentido contrario a la que fluye por el cilindro, y que segin el sistema de referencia, ésta
ird en sentido positivo, se tiene que la Amperiana encierra una corriente total de

I(r* — R}) R} —r?
Ienc:I_Iciinr021_7:>16nc:‘[ 2
tind R - R? (R2 R2> @)

Curva ampériana Lineas de campo magnético

Finalmente, considerando la ley de Ampere en el vacio con las expresiones (1) y (2) se
tiene

% B-dl = ,ll,()[ — B, (2 T) = u,(]I % i
: = enc ) us =

Erasmo Iniguez 1 Enero 2017
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, ,uOI R2 -7 - ,uOI R2 — 2 4
Asi, B = |B=
P T o <R2 Rz) 27 \ R — R? o

2. El conductor cilindrico de la figura tienes radios 2a
y 3a, y lleva una corriente I uniformemente distribuida. A i I
una distancia a de su eje, un alambre recto infinito tiene una I:
corriente I en sentido opuesto.

Encuentre el campo magnético que el conjunto produce I @Ia
en el punto P, el cual de encuentra en la linea perpendicular 2a '__ yy ey
al eje del cilindro y al didmetro que pasa por el alambre, y
a una distancia 4a del eje. Exprese sus resultados en la base 3 1®
cartesiana.

Solucion: Para el conductor cilindrico hueco, se busca el
campo magnético fuera de cilindro, para ello se usa la ley de
Ampere tomando una curva amperiana de radio r que encierra una corriente I, distribuida
uniformemente. Entonces con la simetria cilindrica nos queda

. > pol
B -dl = /J()Ienc — Bl¢(2ﬂ'7’) = ,U,QI — By = - Ugp
C 2mr

Como se busca el campo a una distancia 4a, y considerando el sentido de la corriente se

- I .
tiene que el campo que general el cilindro es By = ’UJL(—Z')

Luego, buscaremos el campo que genera el alambre infinito en el punto P, para ello

podemos considerar el campo que genera el alambre en la linea que une el punto P con su

- 1
eje By = &ud,,
T

Pero para expresar el vector tangencial en la
base cartesiana debemos buscar el vector para
ello, unimos el eje con el punto P y obtenemos @
las relaciones trigonométricas, donde la hipote- 1 a -
nusa del tridngulo de la figura es V42 + 12 = N S 1
V17 , es decir 4
1 4

P _1(-1 N
sin(f) = \/T7 cos(f) = —

- Il N A
Por lo tanto el vector campo magnético By = &(sin 07 + cos 07), donde r es la distancia

de separacion entre el punto P y el cable infinito, que precisamente es la hipotenusa del
tridngulo /17, asi

= HOI 1 . 4 A.> = MOI ~ ~
By = + 1] = By = + 41
2 omV/17 (\/ﬁ] V17 2 347‘('0,(] )

Finalmente usando superposicién el campo magnético total creado en el punto P serd la
o pol 1. -«
B = ——1

34ma < 4 +]>

Erasmo Iniguez 2 Enero 2017
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3. El conductor cilindrico de la figura tiene longitud infinita, k|
radio Ry y un agujero cilindrico de radio R; paralelo al eje central. °;
El eje central de la zona vacfa tiene un vector posicién d = dj
respecto al eje del cilindro conductor. Suponga que la corriente I dj
Eiel conductor estd uniformemente distribuida y fluye en direccién y- .\Rl

7 que apunta hacia el lector.
Calcule el campo magnético en la regién hueca del cilindro.

Solucién: Usaremos superposicién para calcular el campo
dentro del hueco, para ello estamos considerando el campo que
general el conductor B en su interior v el que generaria un cilindro que rellenase el hueco
en su interior —B}, es por ello que este campo se coloca negativo (porque fisicamente en
el problema no existe). Consideramos que ambos cilindros tienen la misma densidad de

corriente J = i, aqui se toma en cuenta el drea de la superficie sacando el hueco.

I
2 27\
(-1
Para el primer campo Bj se toma la misma amperiana de radio r; (medido desde eje del
cilindro macizo) que en los problemas anteriores de simetria cilindrica

j{ B, - dl = polenc = Bi1g(2711) = pio // J-dA = Biy(2mry) = M()J?TT‘%
C S

:>B1:

Jr . - riJ 4 ~
M02 1%:131 _ H021 (i x 1)

Observacion: Es conveniente escribir el vector tangencial 4, como pro-
ducto vectorial de las otras dos componentes (ver Figura) para posterior-

mente encontrar la relacion entre los dos campos. c Lo
De manera andloga se trabaja con el campo del cilindro que ocupa el
hueco, pero esta vez considerando una amperiana de radio r2, entonces e * U
— - 5 /’LO 2J o ~
By -dl = HOIenc — BQ¢(27TT2) 0J7TT2 =— By = 5 (Z X ’LLTQ)
C
Por lo tanto por superposicién se tiene que
= > > ,U07“1=] 4 R MOT2J 2 R MOJ A R A R
B=B;— By = T(z X Uy, ) — (1 X up,) = T(rl(z X Upy ) — 12(2 X Upy))

agrupando los términos de las distancias radiales y sacando
factor comun

= pod 2 N 5 HoJi - - a R
:>B (ZXTIUTl)_(lxy"QUT?):B:i X (7’1-7"2) ,/ \\
1 -~
I RN
. <z " d rz/:
Ahora necesitamos encontrar la relacién entre los vectores ra- 3 Ny
i y’
diales, para ello observamos del dlagrama a la derecha, que grafica- . .

mente se tlene la suma vectorial d+r2 = 7, por tanto d= 71— 79, -
ademés J = Ji i, entonces

pold s 5
—————(i1xj)=|B=
PRI L

— -

B=PJxd— B=
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4. Un cilindro muy delgado de longitud infinita tiene radio a
R, densidad superficial de carga constante ¢ y rota alrededor de /‘
su eje central con velocidad angular constante w. /Y

a.Determine la densidad longitudinal de carga del cilindro. R
b.Halle el vector campo magnético en el interior del cilindro. G

Solucién: Recordamos que la densidad superficial de carga

, donde A representa el drea del cascarén

Q - [ :
5—RL = () = 20mRL, ademés la densidad

2 L
de carga lineal es \ = % =>\A= %, asi .

Tenemos que la densidad superficial de corriente viene dada por

—

K = o, como el cilindro esta rotando su velocidad lineal es ¥ = wRuig,

viene dada por o = —
P A

cilindrico, es decir A = 2w RL, entonces 0 =

asf K = owRiy

En este caso tenemos una corriente circular, por lo tanto se genera
un campo en direccién axial, es decir necesitamos tomar una curva am-
periana de longitud L, y se toma la suposiciéon de que el campo fuera
del conductor es cero. Por lo tanto, la ley de Ampere nos queda

P
S\A

X XXX K

}1{ B-dl = ]{ Bdl = BL = piglene = poKL = | B = poowRi,
C C

5. La figura muestra un embobinado de N vueltas
en forma de toroide hueco con radio interno R y seccion =
rectangular de lados a y b. Las vueltas del embobinado
se dibujan algo separadas pero se supone que estan muy

/
apretadas. El eje del toroide coincide con el eje z y por :\\mw (rll// ,-
el alambre del embobinado circula una corriente . ;\Hl r‘l‘.'—

Suponga que las lineas de campo magnético en el
interior del toroide son circunferencias paralelas al plano R —
xy y con centro en el eje z Calcule el campo magnético
dentro del toroide e indique el sentido de las lineas de
campo.

Solucion: haciendo un corte transversal al toroide, se
observa que debemos tomar una curva amperiana cerrada de
radio r, concéntrica al eje de simetria del toroide. Ademés la
direccién del campo magnético serd circular en la direccion
tangencial ya que esta distribucién se interpreta como un
solenoide envuelto en si mismo, que al envolverse el campo
axial se convierte en una circunferencia, asi B= By

Entonces la integral de linea nos queda

fﬁ-cfl:jg3¢dl:B¢7{dl:B¢(2wr)
c c C

Erasmo Iniguez 4 Enero 2017
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Por otro lado, la corriente que encierra la curva C, es la corriente ¢ de cada espira,
multiplicada por el nimero de vueltas, es decir I.,. = Ni. Finalmente usando la ley de
Ampere se obtiene:

= N1
f{ Bydl = jigIene = By(2m7) = pnoNi = | B = E0 2y,
C

2rr

6. Considere un cable coaxial de longitud infinita, forma-
do por un cilindro macizo conductor de radio R, y un cilindro U
conductor externo de radios R y 2R. Por el cilindro interno
circula una corriente I que regresa, en direccién opuesta, por
el cilindro externo. Suponga que las corrientes en cada con-
ductor estan uniformemente distribuidas.

Halle el campo magnético en todos los puntos del espacio. B e / ~
2R

— R
Solucién: en este problema se identifican tres regiones
del espacio donde se debe calcular el campo: la interna del
cilindro macizo p < R, la regién interna del otro cilindro R < p < 2R, y finalmente la
regién externa del cable p > 2R Para cualquier regién tomaremos una curva amperiana de
radio p, debido a que la corriente axial genera un campo tangencial de la forma B = Byiig,
con lo que en todos los casos la integral de linea

}gé-cﬁ:de)dz:B¢7§dz=B¢(2wp)
C c C

Ahora, busquemos la corriente encerrada en cada regién del espacio

Region 1 (p < R): en esta regién, se tiene parte de la corriente del cilindro macizo,

> 1
cuyo vector densidad de corriente es J; = —1iz, por lo tanto debemos calcular el flujo

de este vector en una superficie circular de radio p, con lo que

I P Idr 21 [ p? Ip?
Ienc, = -dA = 2 —_— = — | = Tene, = —

Luego el campo magnético en esta region serd

Ip? - I
p 5, bolp

- = —
R? 1= orp2Yo

7{ Bl-dl = polene, = Bg(2mp) = po
C

Region 2 (R < p < 2R): en esta region, se tiene la corriente I del cilindr macizo y parte
de la corriente (que fluye en sentido opuesto) del cilindro externo, cuyo vector densidad

de corriente es Jo = (—1), por lo tanto debemos calcular el flujo de este vector en

1
o 3nRZY
una superficie circular de radio p, con lo que

- — p Idr 27 ,02 _ RQ ,02 _ R2
Tenc, =1 — Jo-dA=1-— 2 7= (=2 \_7(1-C_

Erasmo Iniguez 5) Enero 2017
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3R% — p? + R? 4R? — p?
— hoo =1 () i (B2

Luego el campo magnético en esta region serd

AR? - p? . pol(4R* —p?)
e ) 7B T e,

7{ Bl-dl = Holene, = B¢(27Tp) = pol (
C

Region 3 (p > 2R): en esta region la corriente encerrada es
la suma de las corrientes de los cilindros, es decir Iepe, =1 — 1,

con lo que Iepe, = 0, por consiguiente

Finalmente el campo en todas las regiones serd la funcién a
trozos:

polp .

—67TR2p Uy S <p<
0 5t p>2R

7. Un cilindro macizo de radio R y longitud infinita tiene
una densidad volumétrica de carga p constante. El cilindro rota
alrededor de su eje con velocidad angular w constante.

Determine el campo magnético producido por el cilindro.
NOTA: Para determinar la simetria del campo imagine el @
cilindro como una superposicion de casquetes cilindricos ro- /‘
tando (solenoides).

Solucién: Se tiene que el vector densidad de corriente es U
equivalente a J= pv, donde la velocidad lineal del movimien-
to circular es U7 = wriy, es decir J = PWT . U,
Es decir tenemos una corriente circular que, como en el
caso del solenoide esta producird un campo en la direccion
axial B = B, con lo que corresponde tomar una curva amperiana rectangular de longitud
[ y considerar que el campo en el exterior es cero.
Ademads la corriente encerrada por esta curva se calcula
buscando el flujo del vector J_; es decir

R 2 _ .2
Iene = // J-dA = / (ldr)pwr = pwl <Rr>
S r 2
1

= Iene = §pwl(R2 — r2). Entonces por ley de Ampere:

[ 1 -
f B-dl = polene = Bl = ,uoipwl(RQ—rQ) =|B= fpw(RZ — r2)1jz
C

Erasmo Iniguez 6 Enero 2017
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8. Las dos placas infinitas que se muestran en la figura son
paralelas al plano xy y conducen una corriente x por unidad
de longitud en direccién .

a. Calcule el campo magnético que produce cualquiera de
los dos planos en todo el espacio.

b. Calcule el campo magnético neto que producen los dos
planos en las 3 regiones: A,By C

Solucién: Seleccionamos cualquiera de las dos placas, co-
mo se tiene una corriente axial, esta generard un campo cir-

cular, y debido a la simetria del problema al tener una placa infinitamente ancha, este
campo seguird el recorrido de una curva amperiana definida como un rectangulo de ancho
L, por lo tanto la corriente que encierra este rectangulo es I, = kKL

Luego, usando la ley de Ampere se tiene:

Lo 1 B
7{B-dl:,uolenc:>B(2L):uof@L:>B:Quom == = = - — - - ,
(& | 1
1 1
Este valor representa el médulo del campo, para de- : — E
finir la direccién nos damos cuenta en el diagrama S N
que el campo tiene dos direcciones, una positiva y L 1
otra negativa en j que depende si se esta por enci-
ma o por debajo de la placa, o en nuestro sistema
de referencia si kK > 0 o k < 0. Entonces
Lo +j si k<0 (parte inferior) A EZ — :
B = 3 HoK A 1 SO GO
—j si k>0 (parte superior)
Ahora busquemos el campo neto que producen B G B
las dos placas, para ello debemos fijarnos la direccién > B,
de los vectores B que generan ambas placas en cada
una de las regiones. Llamaremos 1 a la placa inferior 2l L T L IO
v 2 a la placa superior, con el diagrama de la derecha C — 51
se observa que el campo neto serd la suma vectorial > B
de By y Bj en cada regién. Asi
—j enA
BT;tO = ok O en B
+7 enC
Erasmo Iniguez 7 Enero 2017
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9. El conductor cilindrico de la figura tiene longitud infi- k
nita y transporta una corriente I en direccion k distribuida
radialmente. Siendo la densidad superficial de corriente

J=0sir<R J:%siR<r<2R — .
T

donde A es una constante desconocida y r es la distancia al

eje del cilindro (que se toma como eje z). ‘ "

a. Halle la constante A.
b. Calcule el campo magnético en todos los puntos del
espacio.

Solucién: Para encontrar la constante A basta con encontrar la corriente total ence-
rrada por el conductor para ello se busca el flujo del vector J, como para r < R J = 0,
solo consideraremos el flujo del vector en la regiéon R < r < 2R

2R 2R
Liotar = // J-dA = / (27‘('7“(17‘)% = 27TA/ dr =27Aln <2R> =21 Aln(2)
S R T R T R

Recordemos que I;tq = I, por lo tanto

1

Itotal =21A 1n(2) = 1= 2mA 111(2) = A= m

Ahora debemos encontrar el campo magnético en todas las regiones del espacio. Para
cualquier regién tomaremos una curva amperiana de radio r, debido a que la corriente
axial genera un campo tangencial de la forma B = By, con lo que en todos los casos la

integral de linea
fé.cﬁ:fBM:Bd,}z{ dl = By(27r)
C c C

Region 1 (r < R): en esta regién, se tiene una densidad e corriente J = 0, por consi-

guiente la corriente encerrada Ie,. =0, y 51 =0

Region 2 (R < r < 2R): en esta regién, se tiene parte de la corriente del cilindro

. . . - A
exterior, cuyo vector densidad de corriente es J = — i, por lo tanto debemos calcular el
r

flujo de este vector en una superficie circular de radio r, con lo que

> - r A " d
IenCQ—//J-dA_/ (2r rdr) 5 =274 [ = —aram ()
s R r R T R

sustituyendo la constante A calculada anteriormente

+ Loy = 27 (s ) 1 () = fones = g 0 ()

Luego el campo magnético en esta region serd

- I r > I T\ .
chQ -dl = ,U,()Iean = B¢(27T7') = /,L()m In (E) = | By __Hot In <7> Ug

Erasmo Iniguez 8 Enero 2017
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Region 3 (r > 2R): en esta region, se tiene que la corriente encerrada es la total de la
distribucioén, es decir I¢pe; = I. Con lo que el campo magnético es similar al creado por
un alambre infinito de corriente en el exterior. Asi

s 7 ol
% Bs-dl = /JJOIenc;,» = B¢(27{'T) = ol = | B3 = &UA
c 2nr

Finalmente el campo en todas las regiones serd la funcién a trozos:

—

0 st r<R
ol TN o~
> s () 2
B(r) =14 2rrin(2) g fi<r<2R
pol . :
[ 5t si p>2R

Erasmo Iniguez 9 Enero 2017
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0.2. Ley de Faraday

10. La figura muestra un alambre muy largo por el cual
circula una corriente constante I, y dos rieles encima de los U Uy

cuales se puede mover una barra de metal cuya resistencia Py I
es R. Los rieles estdn hechos de un material cuya resistencia &
es despreciable. Los extremos de los rieles (enz = 0) estdn a i .
hechos con un trozo del mismo material. b —

a. Halle el flujo magnético ®(x) a través del rectangulo i |—>"v

limitado por los rieles y la barra en la posicién x.
b. Si la barra se mueve con velocidad v = viy(v > 0)
halle la corriente que pasa a través de la barra y especifique en qué sentido circula.

Solucién: Por la simetria del cable infinito y usando la ley de Ampére se conoce que

el campo generado por el cable es B = &uy), por lo tanto podemos calcular el flujo del
mr

campo a través de un rectangulo diferencial de lado = y espesor dr, desde una distancia
r = a hasta r = b, entonces

b b
- o pwol  polx dr polx b
b= B-dA = dr)E=—= = - d(7) = In(2
//S /a (@ T)QTFT 2T r = | ®() 2 . a

a

dx
Ahora, busquemos la derivada respecto al tiempo del flujo ®, y recordamos que — = v

dt

dd d ,uolxl b [Lo[l b\ dr ol b N d® ol b

—_ = — n|-— =—In({—-|—="—vin| - — =—vln|( -

dt dt \ 2w a 2m a) dt 21 a dt 21 a
Luego, como se tiene un flujo magnético que varia en el tiempo y que ademas es positivo,
de acuerdo a la Ley de Faraday se induce una una fuerza electromotriz que se opone al

crecimiento del flujo. De acuerdo a la ley de Lenz, como el campo es entrante, la direccién
positiva es horaria, asi la fem inducida estd en sentido antihorario

_ do _ pol b
5——dt:>5— 27rvn<a>

Finalmente la corriente inducida que circula en sentido antihorario a través de la barra es

el ol b
I_R:> I_QWRUH a

Erasmo Iniguez 10 Enero 2017
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11. Un cilindro de radios Ry y Ry de longitud infinita tiene ®
densidad volumétrica de carga D constante. El cilindro esta /_‘
rotando alrededor de su eje central con velocidad angular w.

a. Determine el campo magnético producido por el cilindro ‘
en tdoso los puntos del espacio. §

b. Suponga que la derivada de la velocidad angular respec- ‘ _ /\R;

- & .
to al tiempo es constante T A = cte. Calcule el campo :

eléctrico de la region hueca r < Rj.
NOTA: Tome las lineas de campo eléctrico como circunferencias centradas en el origen.

Solucién: Se tiene que el vector densidad de corriente
viene dado por J = D% .Recordando que la velocidad lineal Reoién
del movimiento circular a una distancia r viene dado por ] """"" :
U = wrig por tanto J = Dwriiy, | |

Como se tiene una corriente en direccién tangencial esta
generara un campo en la direccion axial B = Bu,, por lo
tanto debemos tomar como curva amperiana un rectangulo
de longitud L y ademas como en el caso del solenoide se toma
el hecho de que el campo en el exterior del cilindro es nulo.
Con lo que la integral de linea nos queda: fcé .dl = BL

Se identifican dos regiones donde se debe calcular el cam-
po, en el interior del hueco del cilindro (r < R;) y dentro del
cilindro (R; < r < Rp). En el exterior se toma el hecho de
que el campo es nulo.

Buscamos las corrientes encerradas en cada regién.

Region 1 (r < Rp). Cuando se toma el rectangulo ampe-
riano, éste encierra la totalidad del interior del cilindro, con
lo que

[ Ro Ro 1
Iene, = // J-dA = / (Ldr)Dwr = DwL/ rdr = Iepe, = waL(Rg — R%)
S Ry Ry 2

Luego por la ley de Ampere:

ch -dl = BL = jijp = BL = uotiL(Rg ~R}) =B = 5uoDw(R§ — RY)ii;

Region 2 (R1 < r < Ry): Cuando se toma el rectdngulo amperiano, éste encierra una
parte de la corriente del interior del cilindro desde el radio externo Rs hasta el alto del
rectangulo r, con lo que

L Ro Ro 1
IenCQ = // J - -dA = / (Ld?")Dwr = DWL/ rdr = Iencl = §DWL(R% - TZ)
S T

r

Luego por la ley de Ampere:

—

I 1 1
f B-dl=BL=puy= BL = ugtiL(Rg —7?) = | By = 5MODW(Rg — )i,
C
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Luego, debemos encontrar el campo eléctrico inducido en el hueco del cilindro, para
ello se debe considerar una curva circular de radio r, ya que un campo magnético axial
induce un campo eléctrico tangencial £ = E1ig, por lo tanto por la ley de Faraday

d®
fEd ——:>E(2 r)=——

Buscamos el flujo magnético del campo B) a través de la superficie circular de radio 7.
Considerando que los vectores B y dA son paralelos podemos escribir el flujo como

s A= 1
S

luego
ad d (1 1
il < poDw(R3 r2)7rr2> = 5MODW(R% —rHar?—
N dd
dt
Finalmente por la Ley de Faraday

1
= L Apo(BE — r)mr?

f E-dl=—— : EQ27nr) = —%AMOD(Rg —r?)r?

=|E = —fA,uUD(R r?)riy | (para R < Ry)

12. La figura muestra una espira rectangular que esta
saliendo de una regiéon donde existe un campo magnético ex- k
terno B = Bj' estacionario y uniforme. La espira tiene masa ® B j é_ i
M | lados a y b, resistencia R, inductancia despreciable, y
se mueve con una velocidad variable v = ktz, donde ¢ es el 7
tiempo, y k£ una constante positiva. — V{7 b

a. Calcule la corriente inducida en la espira e indique su
sentido.

b. Halle la fuera magnética y la fuerza externa que actuan
sobre la espira.

c. Calcule la potencia desarrollada por la fuerza externa y la potencia disipada en
forma de calor.

Solucién: Primero, como tenemos un campo magnético entrante el sentido positivo
del flujo serd horario, por ley de Lenz se debe inducir una corriente en el sentido en que
disminuya el flujo magnético. Por lo tanto debemos encontrar el flujo, como tanto B como
dA son paralelos, el flujo serd ® = BA, y A = xb corresponde al area de la espira dentro
de la regiéon. Con lo que & = Buxb, luego calculemos su derivada

do d dz dd
Bzxb) = Bb— = Bbv = — = Bbkt
dat  dt ( )= dt dt
Veamos que la derivada es una funcién lineal dependiente de ¢t > 0, y es estrictamente
positiva debido a que Bbk > 0, por lo tanto el flujo ® es una funcién creciente. Pero
debemos observar que a medida que la espira se aleja del campo magnético el drea estd
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disminuyendo, por lo tanto la derivada de la posicién es negativa (Zl—f < 0, por lo tanto
la derivada del flujo pasa a ser negativa, luego por la ley de Lenz se induce una corriente
en sentido contrario al crecimiento del flujo, es decir la corriente inducida tiene sentido
horario, ya que en la direccién de movimiento disminuye el flujo. Por Ley de Faraday

dd
= —(—)—— = ¢ = Bbkt
e=—(=)y e
Luego recordemos que por ley de Ohm
le] Bbkt
‘TR ‘"R

Ahora busquemos la fuerza magnética que
produce la corriente inducida sobre la espira % |
\

rectangular, recordemos que

Tind O

Fpy = md/cflxg: ind(b x B)

Veamos que la fuerza magnética sélo sera apli-
cada sobre el segmento vertical izquierdo, que
es el que se encuentra dentro de la regién del
campo magnético, en los segmentos horizontales, las fuerzas se anulan mutuamente al po-
seer direcciones opuestas, y en el segmento vertical derecho no actia la fuerza magnética
por esta fuera de la regién donde existe el campo. Entonces

- - =  DBbkt 4 - B%%kt, .
Fy = Lingb x B= ——Bb(—1) = F,, = (—1)
R R
Luego para buscar la fuerza externa recurrimos a la segunda Ley de Newton, ya que
la fuerza externa a la que produce el movimiento hacia afuera y la corriente inducida

contrarresta la accién de esta fuerza externa. Tenemos

dv

YF =M
dt

= Foyt — Fyy = Mk = Fopy = Mk — F,, = ﬁm:<Mk— =

B%%t) ;

La potencia disipada en forma de calor, serd la disipada por la resistencia producto de
la corriente inducida

Bbkt (Bbkt)?
P.=I’R= "2 )R=|P.= """

Y la potencia que desarrolla la fuerza externa viene dada por

(Bbkt)?
R

- B2b%kt
Pext:Fewt'ﬁ:Feth:<Mk_ R >k‘t:> Pezt:Mk‘Qt—
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13. La espira rectangular de la figura se aleja con veloci- j
dad v de la corriente rectilinea. Por el hilo recto circula una " é_’ )
corriente I y la espira tiene resistencia R. Suponga despre- ‘
ciable el efecto del campo magnético inducido. TI
Calcule la corriente inducida en la espira y dibuje su — b
sentido.
— g —

Solucién: Recordemos que el campo magnético produ-
cido por un alambre que transporta una corriente rectilinea

viene dado por B= giu}), en el caso particular de la regién
r
por donde se mueve la espira el vector campo eléctrico tendrd la direccién dada por la

_ I -
regla de la mano derecha, es decir B = gi(—k:).
r

Como se tiene un campo entrante (direccién —l;:) se define como sentido positivo del flujo
magnético, el sentido horario. Calculemos el flujo magnético a través de una rectangulo
de alto b y anchura diferencia dr:

. . r+a r+a
@Z//B_dA:/Bde:/ mol, . Holb dr g _ Holb, (T+a
s . 27r 2T J, r 27 T

Ahora busquemos la derivada del flujo

d®  polb d In r+a ~ old r d (r+a\ _ polb r £(1+g)
dt 27 dt r 2 \r+a) dt T 2 \r+a) dt r

d®  polb r a dr dd polab
dat 27 \r+a <_ﬁ> @ dt :_27rr(r+a)v
~—
velocidad

Notemos que el signo de la derivada es negativo,
para r > 0, por lo tanto el flujo es decreciente en la
direccién de movimiento de la espira, por lo tanto por dr

Ley de Lenz se induce una corriente que favorece el > 1%

decrecimiento del flujo magnético, es decir en este caso X X X Q¥

se induce una corriente en el mismo sentido positivo X XXXy

escogido, por lo tanto la corriente I;,4 esta en sentido XX K B

horario. LRI,
Pdoql; ley de Faraday la fem inducida viene dada por -

€= L y recordand la ley de Ohm € = I R, se obtiene

finalmente que la corriente inducida es

I, = ,uolab v
md = onr(r + a)R

Observacion: Debemos ser cuidadoso con la notacion, recordemos que r representa la
distancia del cable infinito hasta la parte izquierda de la espira, y R representa la resistencia
interna de la espira.
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14. La espira de la figura tiene superficie S, resistencia R y
estd girando en torno al eje z con velocidad angular constante
W. La espira se encuentra en una regién donde existe un campo
magnético uniforme y constante B =B,i+ By§ + B.k.

Calcule la corriente inducida en la espira. Senale en el dibu-
jo su direccién. Considere despreciable la autoinductancia de la
espira.

Solucién: En este caso se tiene un vector dA = dAu; orienta-
do hacia la direccién radial del movimiento que describe la espira, es decir si consideramos
el sistema de referencia de la figura y la direccién horaria con la que gira la espira (puesto
que el vector velocidad angular W apunta hacia abajo), se tiene que un vector unitario en la

direccioén radial es de la forma ; = sin()i —cos(0)], es decir | dA = dA(sin(6)i — cos(6)]) |

Donde recordemos que 6 es la variacién del dngulo en
el movimiento circular, es decir § = Wt. Luego conocien-
do el vector B (uniforme y constante) y el dA podemos
calcular el flujo magnético.

cp://é.d}l

_ / /S (Byi+ B,j+ B.k) - dA(sin(Wt)i — cos(Wt)j)

_ / /S (B sin(Wt) — B, cos(Wt))dA

. ® = (By sin(Wt) — B, cos(W1)) / /S dA = ® = (B, sin(Wt) — B, cos(W))S

S

Derivamos la expresion del flujo magnético

dd d . dd :

i @((Bx sin(Wt) — By cos(Wt))S) = i WS(B; cos(Wt) — By sin(Wt))

Segun la ley de Faraday la fem inducida sera
dd
e=— g TE= W S(—By cos(Wt) + By sin(Wt))
Y siguiendo la ley de Ohm, la corriente inducida por el campo magnético es:
Iing = I/V?S(—ng cos(Wt) + By sin(Wt))

Respecto al signo de esta corriente, observemos que tanto el coseno o el seno cambian

de signo segtn varia el tiempo en rangos de —, con lo que la corriente ird cambiando su

W
sentido a través de que pase el tiempo, ya que segin sea la relaciéon de magnitud entre

B, y By, podriamos obtener un nimero con signo contrario. Lo que si podemos afirmar
es el sentido inicial de | corriente lo define la Ley de Lenz, veamos que tenemos un campo
magnético que coloca como sentido positivo, el sentido horario, por lo tanto se induce una
corriente que impida el crecimiento del flujo, y veamos que la derivada inicialmente es
negativa, por lo tanto la corriente inducida inicialmente estd en sentido horario, ya que
favorece el decrecimiento del flujo.
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15. Una espira abcdefa tiene la forma dada en la -
figura. La parte abcd estd formada por 3 alambres
rectos en el plano xy y la parte defa lo mismo pero en
el plano xz. Todos los tramos rectos tienen longitud . .
Un campo magnético E, siempre paralelo al plano yz 0 Wt
tiene magnitud constante B y rota alrededor del eje
x. El dangulo 6 que forma con el eje y estd dado por d
Wt donde t es el tiempo. ¥

a b

a. Encuentre el flujo a través de la espira. X

b. Encuentre la corriente I(t) en la espira, si su
resistencia es R.

NOTA. Suponga despreciable el efecto del campo magnético inducido.

&

Solucién: Para buscar el flujo magnético debemos dividir en dos partes el calculo, uno
para el flujo por la parte abed y otro para la parte defa de la espira. Ademas recordamos
la definicién del producto escalar a - b = |d||b| cos 6.

Parte abed: Esta pedazo de espira tiene un drea A; = (2, dA = dAu,, por lo tanto
forma un dngulo « (complementario de 6), con el campo B, es decir cosa = sinf, luego
para el flujo se tiene que:

®) = // B-dA= // BdAcosa = Bsin(Wt) // dA = &) = BI*sin(Wt)
Sl Sl ip

l2

Parte defa: Esta pedazo de espira tiene un area Ay = [? y vector dA = d Ay, por lo

tanto forma un angulo 6 con el campo B , luego para el flujo se tiene que:

Dy = // B-dA= // BdA cos = Bcos(Wt) // dA = &y = BI” cos(Wt)
52 52 43—1

12

Luego, el flujo total serd

® = BI?(cos(Wt) + sin(Wt))

Entonces, si tomamos la derivada del flujo, obtenemos

dd  d dd

= a(Bz?(cos(Wt) +sin(Wt))) = — = BI*W (cos(Wt) — sin(Wt))
Luego, por ley de Faraday, la fem inducida es
dd 9 :
= Tes BI*W (sin(Wt) — cos(Wt))

Finalmente por Ley de Ohm, la corriente inducida sera:

€ BIPW
Iind = |R| = Imd =

(sin(Wt) — cos(Wt))
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Observacion: En este problema se utilizo el signo negativo que viene de la Ley de Faraday,
ya que en principio es complicado determinar el sentido inicial de la corriente, lo que si
podemos afirmar es que ésta cambiard a través del tiempo su sentido, al estar compuesta
de una suma algebraica de funciones sinusoidales que cambian de signo a través del tiempo.
Por ello, para dar la respuesta final de la corriente inducida I;,4, se pudo haber tomado
o no el signo dado por la Ley de Faraday,e independientemente hubiéramos obtenido un
resultado correcto.

16. Una barra de longitud L gira con una frecuencia angular w
constante en un campo uniforme B como muestra la figura.

Calcule la f.e.m. entre los dos extremos de la barra.

Solucién: consideramos un elemento diferencial de barra de es-
pesor dr a una distancia r del centro, con lo que un diferencial de la
f.e.m. viene dado por de = (U’ x é) - dr, considerando que 7y B son
perpendiculares, y su producto vectorial es paralelo al vector dr, se
tiene de = wrBdr.

Luego, sumamos las contribuciones de todos los elementos diferenciales desde r = 0
hasta » = L con la integral

L L L2 1
sz/dsz/ erdT:wB/ rdr = wB— = |¢ = —wBIL?
0 0 2 2

17. Un alambre metdlico de masa m y resistencia R se
desliza sin friccién sobre dos rieles separados una distancia d

y con resistencia despreciable. Perpendicular a las vias existe ur B®

un campo magnético uniforme. La pila proporciona una fuer- .~

za electromotriz consante gg. Suponga que el alambre estaba I

inicialmente en reposo. (_ _€c d
Calcule, en funcién del tiempo, la velocidad del alambre g § |

y la corriente que lo atraviesa. i

Solucién: como tenemos un campo magnético uniforme
y constante, y los vectores B y dA son paralelos, el flujo viene
dado por & = B- A recordando que A, es el area encerrada por la barra y los rieles a

medida, que la barra avanza. Entonces ® = Bdz. Por lo tanto la derivada del flujo es:

@ = Bdwv, donde v, es la velocidad o la tasa de cambio de la distancia z.

Como el flujo es creciente en la direccién de movimiento de la barra, por la ley de
Lenz se induce una corriente que contrarresta el crecimiento del flujo, es decir si el campo
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saliente define como positivo el sentido antihorario, la corriente autoinducida estard en

sentido horario.

Bd
Siguiendo la ley de Faraday |e;,4| = Bdv, por lo tanto por Ley de Ohm I;;,4 = Y

Pero notemos que esta velocidad depende del tiempo. Ademads la corriente total del

— Eind

circuito serd I = , ya que existe una pila que proporciona una f.e.m adicional. Y

esta corriente genera una fuerza magnética que permite el movimiento de la barra, y viene
dada por

- - = - = - €—¢ . - € — Bdv .
Fm:/Idle:I L xB= Fm= OBd(ux):Fm:TBd(uz)
—diy
Recordando la segunda ley de Newton
- € — Bdv dv dv eBd B?*d?
e ma R "at T dt ~ mR mR "

N dv n B2d? eBd
b v = —=
dt mR mR
Esta es la ecuacion diferencial que debemos resolver para obtener la funcién velocidad v(t),

este tipo de ecuacién diferencial es muy comun en este curso en la seccién de circuitos RL,
y tiene una solucién conocida de la forma

V(t) = Voo — (V0 — Voo )e T

donde tanto vg y vso son la condicién inicial y asintotica que estan dadas en el problema
y de manera implicita en la ecuacién diferencial. Ademés 1/7 es una constante también
implicita en la ED, y es el término constante que acompana a la v.
dv B%d? eBd
R ’U =
dt mR mR

1/7

Para hallar v, busquemos que aparezca la constante 1/7 en la parte derecha de la
igualdad, para ello dividimos y multiplicamos por:

do (BB (BA) | dv (B (B
dt mR ~ mR \ Bd dt mR -\ mR Bd
—— —— —_—

1/7 1/7

Por lo tanto las constante a utilizar para la solucion de la ecuacién diferencial son

1 B . e
r mR v = Yoo = Bd
Asi
_i_i _BQth _i B _B2d2t
vt) =55~ gt " | =gl —em )

Para encontrar I(t) sustituimos nuestra funcién obtenida v(¢) en la expresién de la
corriente total

_E_de_i_
N R "R

2,2 22
I Bﬂé BZd*, € _B7d,
R

(51— e ) = 1(t) = —e
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18. Un cable rigido de forma semicircular de radio r rota
con una velocidad angular uniforme w alrededor del eje PQ, é_.
en un campo magnético B = By cos(wt)k (saliendo de la ho- B® k ?

ja), siendo By una constante positiva. Consideremos tiempos r
t tales que 0 < t < 7/(4w). Desprecie la autoinductancia. P / QL

a. Calcule la fuerza electromotriz inducida en el circuito. . s -
Para el instante ¢ haga una figura y muestre en ella el sentido
de la fuerza electromotriz.

b. Si la resistencia de todo el circuito es R, calcule el tiempo que debe transcurrir para
que la corriente valga la mitad de la corriente maxima.

Solucién: Veamos que el vector campo magnético y el vector dA a medida que rota
la espira, forman un angulo # = wt entre ellos, que debemos considerar cuando se haga
el producto punto. Al tener un campo uniforme y un area de semicirculo que atraviesa el
flujo magnético en el tiempo t establecido, sera

®=B-A=|B|lA|cos(d) = (By cos(wt))(%wrz)(cos(wt)) =& = %B()WTQ cos? (wt)

Derivamos el flujo con respecto al tiempo

Bymr? do 1
O;T (w (—2) cos(wt) sin(wt)) = o= —§Bo7r7"2w sin(2wt)

2

dd d (1
2= — 2 ZBamr? cos? —
o o ( 0T COS (wt))

—sin(2wt)

dd
Con el intervalo 0 < t < 7/(4w), se tiene que o < 0, puesto que los valores del seno

estan contenidos en dngulos del primer cuadrante y la expresiéon toma el signo negativo,
es decir, el flujo es decreciente en la direccion de rotacién de la espira, por lo tanto por
Ley de Lenz se induce una corriente que sigue la direccién de la disminucién del flujo,
como el campo saliente define el sentido antihorario como el positivo, entonces se induce
la corriente y la f.e.m. en sentido antihorario.

Luego, por Ley de Faraday, la f.e.m inducidad sera

dd _ Bomr?wsin(2wt)

— =
ar |° 2

E =

Bormr?w sin(2wt) donde I — Bomriw
maxr — i
2R

Por otro lado, con la ley de Ohm I = % =1=

Entonces tenemos una corriente sinusoidal de la forma I(t) = L4, sin(2wt)

Imam

Ahora busquemos para qué valor de t I = , para ello necesitamos resolver la

ecuacion / .
”;‘m = Imaz sin(2wt) = sin(2wt) = 5

Es decir debemos encontrar para qué valor el seno es igual a 1/2, esto se logra cuando el
argumento del seno es 7/6 o 30 grados.

1
sin(2wt) = 3 =90t = — = |t = —
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0.3. Inductancia y energia magnética

19. La figura muestra una espira rectangular que estd sa-
liendo con velocidad constante ¢ = v; de una regién donde k
existe un campo magnético externo B = Bi uniforme y esta- ® B i (g_. j
cionario. La espira tiene autoinductancia L, resistencia R y
lados de longitud g y h.

Calcule la corriente inducida en la espira si inicialmente
no circula corriente por ella. Indique su sentido.

oQ

Solucién: Como se tiene un campo uniforme y constante,
y considerando que atraviesa un drea A = yh, donde y repre-
senta la distancia horizontal que estd dentro de la regiéon donde existe el campo magnético,
el flujo sera
I dd dy . :
® = B-A = Bhy. Luego o Bha pero veamos que y es decreciente a medida que

la espira sale de la region ya que disminuye la seccidon que atraviesa el campo, por lo tanto

Y d®
— =, luego — = —Bhv
at 0
Por la ley de Lenz se induce una corriente que se opone al crecimiento del flujo, como
el campo magnético es saliente, se toma como sentido positivo el sentido antihorario, y
como a medida que sale la espira el flujo disminuye, la corriente inducida sigue el sentido

el flujo sera decreciente y entonces —

dd
antihorario. Luego por la Ley de Faraday, la f.e.m inducida es: € = o = ¢ = Bhv

Luego como la inductancia de la espira NO es despre-
ciable, la corriente inducida del circuito no es constante, R L
sino una funcién del tiempo. Para obtener dicha funcion VAVAVACE 2 0 0 R
debemos considerar un circuito RL de corriente directa
(como se muestra en la figura). De este circuito se tiene

la ecuacion de malla con el sentido mostrado &
dl dIl R €
—IR—L— = — 4+ =] ==
e IR L =01t =T

Tenemos una ecuacion diferencial con solucién conocida de la forma
I(t) = Ino + (Ig — Ino)e /™

donde I y 1/7 son constantes que se obtienen implicitamente de la ecuacién diferencial,
para ello reescribimos convenientemente la ecuacién
€
(%)

dl R € dIl R eR dI R R
\[;/ S~—~—

—+ = I==—=—+=I = —+-I=
1/7 1/7_

d¢ " L L dt L LR dt L
~—~—
Por lo tanto considerando las constantes obtenidas y la condicién inicial que establece
el problema Iy = 0, tenemos

I(t) = I(t) = Ino + (Ip — Ioc)e /™ = I(t) = % - %e*Rt/L = I(t) = % (1 - e%)
Finalmente sustituyendo el valor de la f.e.m. obtenida

B Bhov

1(t) = =

(1 - e%) (en sentido antihorario)
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20. Un cilindro muy delgado de longitud infinita y radio ®
a tiene una densidad superficial de carga constante o y rota /—\A
alrededor de su eje central con velocidad angular w = Kt, _—
donde ¢ es el tiempo y K una constante desconocida. S T— ..

a. Especifique algin sistema de coordenadas y halle el ﬂ|

vector campo eléctrico en el interior del cilindro.

b. En el interior del cilindro se coloca una espira circular, -
de resistencia R, autoinductancia L, y radio b(b < a), perpen- )
dicular al eje del cilindro y con centro sobre dicho eje. Halle
la corriente inducida en la espira e indique si su sentido es igual o es opuesto al giro del
cilindro. Suponga que para t = 0 la corriente inducida es cero.

Solucién: Recordemos que el vector densidad de corriente superficial, viene dado por
K=00=K= owatg. Siguiendo el mismo procedimiento que usamos para la Ley de
Ampére se toma un rectdngulo amperiano de longitud [, con lo que el campo magnético
del cilindro seré

fﬁafl = po = Bl = poowal = B = Hoowal,

Buscamos el flujo de este campo a través de un superficie circular de radio 7 < a dentro
del cilindro. ® = B - A = BA = pgowa(rr?). Luego la derivada del flujo sera:

e d dw dd
— = —(woowanr?) = ppoanr? — = — = ppoKanr?
dt  dt dt dt

4 (Kt)=K

Observemos que la derivada del flujo siempre es positiva, por lo tanto el campo es cre-
ciente, por la Ley de Lenz se induce una corriente en sentido de la disminucién del campo,
como el campo magnético dentro del cilindro establece como sentido positivo el antihora-
rio, la corriente inducida tiene sentido horario. Como se tiene un campo magnético axial
variable, éste induce un campo el ectrico tangencial , por la ley de Faraday la circulaciéon
de este campo a través de una circunferencia de radio r, es:

L. dd > Kar .
7{E -dl = — = E(2nr) = —poo Kanr? = | E = W(—%)

Para la siguiente parte, se introduce una espira de radio b, en el interior del cilindro,

por lo tanto el flujo del campo magnético y la derivada por esta espira serd
do
d = poowarb? o poo Kanb?

Por la Ley de Faraday como se tiene un flujo que crece en el tiempo se induce una f.e.m.
en sentido opuesto al de giro, es decir, horario, y viene dada por: € = —pgoKamb?.

Como la inductancia de la espira no es despreciable, debemos resolver el circuito RL de
corriente directa de la figura para hallar la corriente como funcién del tiempo. El circuito
tiene ecuacion de malla:

dl dl R €
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La solucién de esta ecuacion diferencial fue dada en el R L

problema anterior 19. Entonces —V\\M— T —

1) == (1= %) = 1) - ’W;W (1-e %) Te O

Esta corriente circula en sentido opuesto al de giro del cilin-
dro.

21. Un cilindro muy delgado de longitud infinita y radio

a tiene una carga eléctrica uniformemente distribuida en su 4
superficie, de densidad longitudinal A C/m y rota alrededor /‘
de su eje con frecuencia v revoluciones/s a/

a. Encuentre la autoinductancia en un trozo de longitud | al?
H.b. Siv= At, donde A es una constante y t es el tiempo, _P
encuentre el campo eléctrico inducido a una distancia a/2 del H

eje, para t > 0
NOTA: Las lineas de campo eléctrico son circunferencias
centradas en el eje del cilindro.

. . @
Solucién: Recordemos que para calcular la inductancia conocemos que L = — donde

® es el flujo propio sobre una superficie circular del radio del cilindro, y I la corriente total
de la distribucion.
Se tiene de un diferencial de corriente, viene dado por dI = ?, donde T representa
el periodo de rotacién del cilindro, es decir T'= 1/v, por lo tanto
dlzﬁzﬁédlzz\udz: dI:)\y/Hdz:>I:/\yH
T 1/A 0

Por otro lado, de este resultado se obtiene que la densidad de corriente por unidad de
longitud serd K = Av, luego usando un rectdngulo amperiano de lado [ y con la ley de
Ampere el campo magnético dentro del cilindro seré:

fﬁ - dl = pioIene = Bl = pioAvl = B = poAvii,

Luego, consideremos el auto flujo del campo magnético sobre una superficie circular
del radio del cilindro a, ® = pgAvma® entonces

2

& povma® Homa
[ — — = 20OAT%
I~ wH 7]

Ahora, debemos buscar el campo eléctrico inducido en el interior del cilindro, para
ello consideramos el flujo magnético sobre una superficie genérica de radio r < a, es decir
® = pgAvmr?, con lo que

dd 9 dv dd

— = [oATT n @ o ANATr?

4 (At)=A
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Entonces por la Ley de Faraday

5 - o Ar A
7{E dl = —C;—t = E(277r) = —poMAnr? = F = —% = F= MO; r(—t@,)

Finalmente sustituyendo r = a/2 se tiene

= poAAa,
E == ()

22. Un circuito estd compuesto de dos cilindros coaxiales
de longitud infinita. El cilindro interno tiene espesor despre-
ciable y un radio de 0,5 m. El cilindro externo tiene radios
1,0 y 2,0 m. Una corriente de 3 A entra por el cilindro interno
y regresa por el externo con una distribucién uniforme.

Calcule la energia almacenada por unidad de longitud en
el campo magnético, y la autoinductancia por unidad de lon-
gitud del circuito.

NOTA: Suponga que los cilindros son de longitud H — oo

3A

- )

Solucién: Primero debemos calcular el campo magnético
en todas las regiones internas del sistema de los dos cilindros.

Se denotan los radios internos a = 0,5 m, b = 1,0 m,
¢ = 1,5 m, y en todas las regiones la integral de linea de la Ley de Ampere se completa
usando un circuito amperiano circular de radio r, pues se tiene una corriente axial que
genera un campo con lineas en direccién tangencial B = Bhig es decir

j{é dl = tolene = B(2nr) = polene

Region r < a: Para esta regiéon tenemos que la corriente

encerrada es nula I.,. = 0, por lo tanto él =0.

Region a < r < b: Para esta regién se encierra la corriente
total del cilindro de menor radio, es decir I.,. = I, por lo
tanto el campo magnético sera

- > I
%Bg -dl = HDIenc = 32(27['7‘) = HOI = By = ;LL@(;s
mr

Region b < r < c: Para esta region se encierra la corriente
total del cilindro de menor radio, y una parte de la corriente
del cilindro macizo cuya densidad de corriente viene dada por

D .

- - Y 21 [
Iencg_l—//S'JdA_I—/l) 71_(62_1)2)(27T7'd7’)_l—c2_b2/b Td?”

:>I6n63:‘[_m(,r —b):I(l_C2_b2 :I 2—b2

(—1). Luego la corriente encerrada en esta regién es:

c
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22
= Ieney = <02—b2> I

Luego, por la Ley de Ampere

L. c?—r? > ol (=17
fBg -dl = /J/OIE’H,C;; = 33(271'7') = Mo <c2—b2> I = Bg == % (02_[)2> U¢

Ahora busquemos la energia almacenada en cada regién del espacio, para ello tomamos

como elementos diferenciales de volumen, conchas cilindricas de longitud [, radio r y
B2

espesor dr, por lo tanto considerando la densidad de energia magnética como u = G
Ho

se

tiene que la energia almacenada viene dada por:

B? B2rrld
Ua,lm — /UdV — / 7(27‘(”["ld’r’) = Ualm — /W
2p10 Ho

Region r < a: Para esta region B, = 0, por lo tanto

- 1
Region a < r < b: Para esta regién se tiene By = gLqus, por lo tanto
wr

Vst = / Bgzrmr _ / < ,mf>2 mrldr / polPrrl - pol®L [P dr
0

27r 1o 4212y dr J, r
12 b U, I? b
= Ualm2 _ Ko n(2) = almsy _ Ho n(2
47 a l 4r a

Sustituyendo los valores numéricos a = 0,5m b = 1,0m

I? 1 I?
Ualmg _ Ho 111( > = Ualm2 _ Ho 111(2)

l 4 0,5 l 47

. o= ol (=1
Region b < r < c: Para esta regién B = o\ 22 g, por lo tanto

U, = / M _ / NLI 2 — 2\ wridr B M%Pﬂl /c (2 — 7,2)2,rdr
almz — o - 27r \ 2 — b2 Lo - 472#0(62 — b2)2 A 2

pol?l /C ct—2c2r2 44
alms — d
= Vatms dm(c? —b2)2 [, r "
MOIQZ /c C4 /c 9 /c 5
= Uiima = ———5— —dr — 2¢°rd d
Ims 4#(02—62)2<b Tr . crr+br T
_ moll 4 (E)_ 2,2 32 ct — bt
= Usims = (2 P (C In b (e =b°)+ 1
Uaims piol? 4 <C> 9 9 4oy, C =0
== = (2 P ¢*ln ;) ¢ (c®—=b%) + 1

Sustituyendo los valores numéricos b = 1,0m ¢ = 2,0m
a2 —122 " M1 ( )+
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Ugim I? 15
_, Zalms _ Ho <161n(2)—4(3)+4>

l 47(9)
Uaims ~ pol? 15 puol? (4 1 5
=0 (161n(2) — 4 2= (D) -+ 2
~ 367\ 10Im(2) —40@) + 5 e -3+ 5
Ualmg MOIQ 4 11
Zalms _ FOZ(Zp(2) — —
~ @ -

Luego, la energia total almacenada sera la suma de las dos energias:

Ui Uaimy  Uatmg _ pol® - pol? (4 1Y pel? 14\ Tl
- - n(2)+20 (Zey - =) = B oy (24 2 ) =
! I 4 RO+ = (@) - 5 A VR T
Ualm 25“0 1 1/‘50 Ualm MOIz 25 11
— 22H0 1 (9) — - 2 n(2) — —
I 36 ")~ gz 7T el SR C s

Luego para la inductancia mutua, recordemos que la energia magnética también puede
. 1 . . .
ser calculada mediante U = §LI 2 por lo tanto si reescribimos convenientemente la energia

calculada anteriormente tenemos

Uam  pol? (25 11 Uam 1 o po (25 11
= (=2 - = =-I*=(=In?2)-—
l e e O ) A i L = W R O

-~

L/H

Finalmente

L o (25 11
2 HEO 2294 09) - 2
H 27r<9 n(2) 12)

23. Considere un embobinado de N vueltas muy apreta-
das en forma de toroide hueco con radio interno R y seccién

rectangular de lados a y b (La figura muestra sélo la mitad \\ﬂjr(ﬂ/ i
del embobinado). Por el embobinado circula una corriente 7. ;\\“]\Tl H Il/rl—lg.
[z)
PR T

a. Calcule el campo magnético del toroide.
b. Calcule la energia magnética almacenada en el campo.
c. Halle la autoinductancia del toroide.

Solucion: haciendo un corte transversal al toroide, se
observa que debemos tomar una curva amperiana cerrada de radio r, concéntrica al eje de
simetria del toroide. Ademas la direccién del campo magnético serd circular en la direccién
tangencial ya que esta distribucion se interpreta como un solenoide envuelto en si mismo,
que al envolverse el campo axial se convierte en una circunferencia, asi B = Byig
Entonces la integral de linea nos queda

j{g-cﬁ:]{B¢dl:B¢7§dl:B¢(2ﬂr)
C c C
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Por otro lado, la corriente que encierra la curva C, es
la corriente ¢ de cada espira, multiplicada por el nimero de
vueltas, es decir I, = Ni. Finalmente usando la ley de
Ampere se obtiene:

B Ni
f{ Bydl = p1pIene = By(27r) = poNi = | B = 220y,
c

2rr

Para calcular la energia magnética tenemos dos formas
de llegar al resultado, una es calculando la inductancia en
primer lugar, y otra es por definicién usando la integral y la
densidad de energia.

Meétodo 1 (inductancia): Calculamos la inductancia del sistema, para ello busquemos
el autoflujo sobre rectangulos diferenciales de lados a y dr. Con lo que la integral

o Ni Ni a+R Nbi
@i:/ B-dA:/“O Uy = H0b Z/ dr _ poNbi, (ot Bt
27r 2t JR r 2m R

Este resultado representa el flujo sobre una sola espira, luego el flujo total sobre todo el

o ,U,UN2i In a+ R
o R

toroide es: ®

Luego

27 - 2
® _ poN bzln<a+R> N L:’LLON bln(a+R)

L=—
) 21 R 2w R

Finalmente, la energia magnética sera:

U= 2L1 =|U = i In 7

Meétodo 2 (por definicién) Debemos considerar un elemento diferencial como una concha
cilindrica de radio r y longitud b, entonces dV = 27rbdr, entonces

B? b Ni\® N%2p [Ftaq
U= /udV Z/(27r7“bd7“) = 7T/ HOY gy = HOT V0 / o
210 o 27r 47 R r

2.2
U:,uoNz bln<a+R>

4 R

Observacion: También con el método 2 puede ser obtenida la inductancia comparando
con la expresién de energia magnética U = %Lz’2 y escribiendo convenientemente la energia
obtenida.
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24. En un plano se encuentra una espira rectangular de
lados b y ¢, a una distancia a de un alambre infinito recto que
lleva una corriente I(t). La autoinductancia L y la resistencia TI ()
R de la espira son conocidas. La corriente I(t) en el alambre

induce en la espira una corriente en sentido antihorario dada ¢
a

por i(t) = Dt, donde D es una constante positiva conocida.

a. Encuentre, en términos de I(t), la fuerza electromotriz b
inducida en la espira por la corriente del alambre.

b. Halle en términos de ¢, la f.e.m. inducida en la espira
por su propia corriente.

c.Sient=0,es I =0, calcule I(t) en términos de cantidades conocidas y del tiempo.

Solucién: Recordemos que el campo magnético producido por un alambre que trans-
. s . = Mol . . . s
porta una corriente rectilinea viene dado por B = oy U €1 el caso particular de la regién
™
por donde se mueve la espira el vector campo eléctrico tendra la direccién dada por la

regla de la mano derecha, es decir B = gi(—l%)
r

Como se tiene un campo entrante (direccién —l;:) se define como sentido positivo del flujo
magnético, el sentido horario. Calculemos el flujo magnético a través de una rectangulo
de alto ¢ y anchura diferencial dr:

L a+b T T a+b I
(I)://B'dA:/BCdT:/ ,U,QCT:/J,[)C/ @:><I>:'ujocln ath
s o 2mr 2 J, r 2 a

Ahora busquemos la derivada del flujo

dd b\ dI
(e

dt 27 a dt

Entonces, por la Ley de Faraday, la f.e.m. inducida por la corriente del alambre infinito
sobre la espira (que sigue el sentido antihorario por el dato del problema) es:

- toey, (atbydl
1_277 a dt

Luego, recordemos que la inductancia viene dada por:

I — g —~®=Li derivando dﬁ _ L@
i dt dt
Luego por la Ley de Faraday, la f.e.m. inducida por la
corriente propia de la espira es: R L

di

e = —[—
' dt —_
€
Luego construimos un circuito RL con corriente directa

(alimentado por la f.e.m. 7). Tenemos la ecuacién de malla:

di . di .
EI—L%—zRf0:>€I—L 7 i R=0=e;—LD—-DRt=0
~~ i=Dt

4 (Dt)=D
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Hoc a+b\ dl Hoc a+b\ dI
— — —LD—-DRt=0= — — =LD+ DRt
2m n( a > dt or "\ a dt +

dl 2 21 t
= —=————(LD+ DRt :>/dI:/ LD + DRt)dt
At pocln (—“j{b) ( ) pocln (—“:b) 0 ( )
Finalmente
21D 12
BN P
rochn (28) \" 55

25. Una espira conductora plana tiene una resistencia de
2(2, una autoinductancia de 1 H y una superficie circunscrita
de 300 ¢m?. La corriente en la espira es cero cuando repenti-
namente se enciende un campo magnético uniforme perpen-
dicular a la misma. Entonces se observa que la corriente en ®
la espira aumenta en 3 A cada segundo. I 72

o

Calcule B al cabo de 2 segundos.

Solucién: Como el campo es uniforme y perpendicular a

la superficie, el flujo de este campo serd ¢ = B.-dA = BA,

dd dB
con lo que la derivada serd — = A——, recordando que el campo es una funcién del

dt dt

tiempo. Por la Ley de Faraday se induce una f.e.m. en sentido antihorario (segin figura
del problema) € = AE'

Construimos un circuito RL de corriente directa (alimen-
tado por la f.e.m. inducida), ya que tanto la inductancia co- R L

mo la resistencia de la espira NO son despreciables. Tenemos —V\V\V

ecuacion de malla del circuito:
_--_E
€ — Lﬂ —IR=0 C

dt

Pero recordemos que la tasa de cambio de la corriente es

1
el incremento de 3A por segundo, es decir i 3, si integramos ambos lados se obtiene

dI = 3dt = I(t) = 3t + K, pero como la condicién inicial es I(0) = 0, entonces I(t) = 3t.
Sustituimos las funciones obtenidas en la ecuacién diferencial.

d iB
e R—0se—3L-3R—0=c=3L+3Rt= A2 _ 311 3
T it
~~ 3t
3
:>dB—3(Rt+L):>/tdB—3/t(Rt—|—L)dt:>B(t)—3 B L
@A B3 VA

Pero para que el campo induzca una corriente en sentido antihorario, este campo debe
ser entrante, que estableceria el sentido horario como el positivo, y la f.e.m. inducida
seguiria el sentido contrario del campo (antihorario). Por lo tanto
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Sustituimos los valores numéricos R = 2Q, L = 1H, A = 300 x 10~%m? y evaluamos
ent=2s

2 ~ — ~
B(2) = 200 ><31o—4 (2(5) + (1)(2)) (=k) = | B(2) = —600k

26. La espira conductora plana de la figura tiene resis-
tencia R, autoinductancia L, y circunscribe una superficie S.
Perpendicular a la espira existe un campo magnético unifor-

me que varia con el tiempo y que inicialmente es igual a cero. k
En el conductor se induce una corriente I(t) = 4% A. ®
Calcule el vector campo magnético en funcién de t. I /

Solucién: Como el campo es uniforme y perpendlcular a

la superficie, el flujo de este campo serd ® = B.-dA = BS,
dd dB

con lo que la derivada serd — = A——, recordando que el
campo es una funcién del tiempo. Por la Ley de Faraday se induce una f.e.m. en sentido
antihorario (segin figura del problema) ¢ = § e

Construimos un circuito RL de corriente directa (alimen-

tado por la f.e.m. inducida), ya que tanto la inductancia co- R L
mo la resistencia de la espira NO son despreciables. Tenemos —VV\V—
ecuacién de malla del circuito:
dI Te
e—L — — I R=0=e—8Lt—4Rt*=0 C
dt ~~
~~ 442

< (4t2)=8t

dB 5 ¢ I 5 1 o 4
S— = (8Lt—4Rt*) = | dB = 5 (8Lt—4Rt*)dt = B(t)—B(0) = 5 (4Lt — SRt
0 0

4 1
B(t) = — ( Lt? — ZRt3
= B(t) S(t 3Rt>

Pero para que el campo induzca una corriente en sentido antihorario, este campo debe
ser entrante, que estableceria el sentido horario como el positivo, y la f.e.m. inducida
seguiria el sentido contrario del campo (antihorario). Por lo tanto

= B@) = % <Lt2 - ;Rt3> (—F)
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0.4. Circuitos RL y Oscilasciones LC

27. En el circuito de la figura encontrar las corrientes en los
siguientes instantes.

a. inmediatamente después de cerrar S.
b. mucho tiempo después del instante a.

c. justo después de abrir S, luego del instante b.

Solucién:

Instante a: Inmediatamente después de cerrar S, sdlo circula
corriente en la malla de la derecha, ya que la corriente inicial que
pasa por el inductor es 0, por lo tanto s6lo consideramos la ecuacién
de la malla de la derecha, donde se cumplira Iy = I

E—IlRl_IQRQ:0:>5—11(R1+R2):0:> L =1

Ademis

Instante b: Mucho tiempo después que se haya
cerrado S, la corriente que pasa por el inductor dejard  msanea. 1t
de variar y es equivalente a tener un cable en lugar —
del inductor. Por lo tanto tenemos las ecuaciones:

I

Instante b.

1

AW

I = Iy + I3 (ecuacién de nodo) (I) )
e—I1R—I3Rs = 0 (ecuacién de malla derecha) (II)
IyRy—1I3R3 = 0 (ecuacién de malla izquierda) (III)

Resolvemos el sistema de ecuaciones utilizando di-
ferentes sustituciones y despejes:

I
De la ecuacién (III) obtenemos o = ;Rg (IV). Sustituimos (IV) en (I)
2
R R I3(Ry + R
L=b4l=>hL=h+hL=—=0=1I(1+= ﬁ[lzm (V)
Ry Ry Ry

Sustituimos (IV) y (V) en la ecuacion (II)

I I3R
5—]1R1—13R3:O:>€—<M>R1—<3 3>R2:

R2 RQ
Ri(Ro+ R R3Rs + RoR1 + R3R
eIy (Ry+ 1(R2 + R3) = 3ig + Mo U] + N3y Is
R2 RQ
In — €R2
7 RsRy + RyRy + RsRy

{:‘Rg

Sustituyendo en la ecuacién (IV) | Iy = RsRy + RoRy + RaRy
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_ €(R2 + Rg)
R3Ry + RoRy + R3Ry

Sustituyendo en la ecuacién (V) | I

Instante c: Justo después de abrir S luego de permanecer mucho tiem-
po abierto, la malla derecha deja de tener corriente , por lo tanto & Instante .
s6lo nos queda la malla izquierda cuya corriente dependera de la corriente
del inductor, que inicialmente es maxima y vale el valor de I3 calculado
anteriormente, ademas la corriente I fluird en sentido opuesto al dibujado.
Entonces

B ERQ I, — —ERQ
" R3Ry + RoRy + R3R; > RsRy + RoRy + B3Ry

I3

28. Se cierra el interruptor S1, y después de mucho tiempo se abre
al mismo tiempo que se cierra el interruptor S5. Tome este instante
como t = 0. Para ¢t > 0 halle

a. la corriente en el inductor.
b. los instantes para los cuales la energia en el inductor es la mitad
de su valor final.

Solucién: Primero debemos hallar la corriente inicial en el induc-
tor, para ello consideramos el circuito en el Instante 1. con S cerra-
do, y como se busca la corriente del inductor, mucho tiempo después
que S se haya abierto, el inductor se podra considerar un cable.

Por lo tanto estamos considerando un circuito donde usa-
mos 2 ecuaciones de malla.

e — 1R = 0 (malla interna I)

e —IbR — 1 R = 0 (malla externa II)

Pero notemos que como el inductor pasa a ser un cable, se

. ., 3
tiene que Iy = I, de la segunda ecuaciéon I; = I entonces

I, = I es decir como condicién inicial para t=0 (cuando se cierra S} y se abre S3) se

tiene | I1,(0) = — | (fluyendo hacia la izquierda)

Luego consideremos el Instante 2. donde esta cerrado Sy y abierto S7 para t > 0. En
este caso tenemos 1 ecuacién de nodo, y 2 ecuaciones de malla. Pero debemos ser atentos
al escoger el sentido de recorrido de la malla, el cual en este caso estamos considerando
el sentido hacia donde fluye la f.e.m. &, con lo que la condicién inicial de corriente del

inductor se debe modificar y colocar un signo negativo (que indica que fluye en direccién

opuesta al dibujado en el instante 2.) Es decir | I1,(0) = —%
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Entonces, se tienen las ecuaciones 1
nstante 2., ()II.

I = I, + I, (ecuacién de nodo)

1
e—LR—- de—f = 0 (malla interna I)

e — 1R — IR = 0 (malla externa II)

. . . . . R
Resolvemos el sistema de ecuaciones para encontrar la ecuacién diferencial de Iy, para
ello debemos combinar las ecuaciones tales que se obtenga una unica ecuacién donde sélo
aparezca Iy, de la ecuacién de nodo tenemos I, = I1 — I

e—NIR—LIL=0 N (e =L R— LI, =0) x (-2) _ —2¢ + 2[R+ 2LI;, =0
E—IlR—IQRZO €—IlR—IQR:O 6—]1R—IQR:0

Sumando ambas ecuaciones obtenemos

. . . R
e+ LR-LR+2LI; =0=2LI; + (I ~L)R=c = |I; + oI = —
N oLt T 2L

Iy,

Tenemos una ecuacion diferencial con solucién conocida de la forma:
I(t) = Ino + (Ig — Ino)e '™

donde I, y 1/7 son la condicién asintética y constante de tiempo caracteristico implicitas
en la ecuacion diferencial, que pueden ser obtenidas reescribiendo la ecuacién convenien-
temente.

. R € . R e R . R € R
) PR S N 2 S SN L S
LY op L= op Tt L =op g T 5= 7 o1
=~ N~
Xz /s
Asi se tienen: . R
g I3
I:—— Ioo:— _ = —
0 R R 1 2L

Por lo tanto la solucién a la ecuacién diferencial sera

1) = Too + (T~ Tn)e ™7 = Iu(t) = o + (— 5 = ) € % = | 1u(1) = 5 (1-2¢75%)

Ahora busquemos el tiempo para el cual la energia del inductor es la mitad de su valor

£2

final, para ello tenemos que la energia final es Uy = ﬁ[” luego la mitad de esta energia
2

€ . . . ,
es U = —5 L. Busquemos el valor de la corriente cuando el inductor tiene esta energia,
para ello tenemos la igualdad

2 g2 €

1
U= —L=-LI=1"=— =]=+
4R2 2 2R2 V2R

Luego usando la funcién de la corriente del inductor en funcién del tiempo, busquemos
cuando alcanza ese valor de corriente cuando es positiva, entonces se tiene:

IL(t):%(l—ze*%);»ﬁ:%(l—k*%):—:1—26*%
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_ Rt 1 r 1 [(V2-1 _Rt 1{v2-1
= 2e 2L:1—E:>6 2L:2<\/§>:>1n(6 2L):ln<2<\/§>>

Rt _ (1 v2-1) _ Rt _ vav2+ )
—QL—ID<2>+1“< 2 ):>2L_1n(2)+1n<(\/§—1)(\/§+1)>
th (202 +v2)) = |t = %m( (2+v2))

Luego usando la funcién de la corriente del inductor en funcién del tiempo, busquemos
cuando alcanza ese valor de corriente cuando es negativa, entonces se tiene:

IL(t):%(l—Qe_%)i— c :3(1f26—%):f—=1f26—%

Rt
=2 2L =14+—=¢€ 2L =

Rt _ V2+1 Rt V2(v/2 - 1)
Rt 2L
57 = (22~ V2) =2 = = (22 - v2))

29. En el circuito de la figura cada condensador tiene una
energia almacenada U y sus placas superiores estan cargadas
positivamente. C7 = Cy = C.

El interruptor S; se cierra hasta que la energia del con-
densador C; disminuya a 2U/3 por primera vez. A continua-
cién se cierra el interruptor Sy al mismo tiempo que abre Sy.
Tomaremos este instante como t = 0.

a. Halle la corriente que circula por el inductor en ¢t = 0
y senale su sentido.

b. Calcule la carga en el condensador Cy y la corriente en
la inductancia L para t > 0.

AN
N

== L, E ==

Solucion: cuando se cierra Sy estamos considerando solo la malla
izquierda del circuito. Se tiene que la energia inicial del sistema para S,
este instante es Uy = U = Ug que corresponde a la que tiene el capaci-
tor, luego la energia disminuye a 2U/3, por el principio de conservacién
de la carga y energia el U/3 de energia restante estd almacenada en C
el campo magnético del inductor, por lo tanto la corriente que circula
por el inductor cuando tiene esta energia puede ser obtenida mediante n
la ecuacion:

| s
1
B~
d111%

2U

U 1 oU
—=-IP="=I’=|Ij=/=—
327 7 3L MEEREY

Como es la primera vez que alcanza esta energia, la corriente circula en el sentido
horario, ya que la carga del capacitor pasa de la placa positiva a la negativa y la corriente
sigue este mismo recorrido en la primera vez.
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Luego, se cierra So, al mismo tiempo que se abre S; por lo tan-
to solo consideramos la malla derecha, y ahora como el capacitor S
. . . . S 2
tiene una energia almacenada de U/3 y el capacitor Cy tiene una
energia almacenada U, la nueva energia total disponible del sistema
sera, Utotal = 4U/3 L g i =

Para esta malla con el sentido escogido estamos considerando que

|”+

d
la corriente es de descarga I = —d—?, por lo tanto tenemos la ecuacién

.. 1
S L—=0= S4+L—2=0 — Q=0
= =+ :>Q+LCQ

Tenemos una ecuacion diferencial con solucion conocida
Q(t) = Qmaz cos(wt + @) I(t) = Ige sin(wt + ¢)

Donde Inar = Qmazw v w = TC’ luego, debemos encontrar la Qmaz € Imaz, asi

como también el dngulo de fase ¢. Recordemos que la energia total disponible para este
circuito es 4U/3, y ademéas sabemos que el capacitor tiene la carga méxima cuando toda
la energia estd en el capacitor, por lo tanto

2 4U [8UC 18U
mar __ maz = Imax — —
20 3 @ 3 3L

Para obtener el angulo de fase, recurrimos a las condiciones iniciales ¢ = 0, donde

2
Iy = 3—[2, Qo = V2UC (obtenida mediante la energia U inicial de C3)

SUC
Q(0) = 3 cos g = 2UC cosqf):@ T
= 2 ==
18U (12U . 71 6
I(O): 37LSH].¢: 37[/ Sln¢_2

Finalmente

2= 5o (gt 5)| 0=y (Gt

Observacion La derivada de la carga Q(t) resulta positivo porque al establecer la

d
ecuacién de malla se considero que la corriente era de descarga I = —d—?
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30. En el circuito de la figura el interruptor S lleva cerrado S
un tiempo muy largo. Luego, en un instante que tomaremos como J-
t = 0, se abre el interruptor. L €
a. Halle la corriente en el inductor en ¢ = 0. 12e =

b. Calcule la corriente en el inductor para ¢t > 0.

c. Halle los instantes para los cuales la energia en el inductor
es la cuarta parte de su valor final.

Solucién: Para el instante ¢t = 0 se tiene un circuito donde el
inductor ha alcanzado la corriente maxima luego de haber sido abierto S, por lo tanto se
puede tomar el inductor como si fuera un cable en el circuito, y se resuelven las ecuaciones
malla y de nodo:

I = I, + I3 (ecuacién de nodo) S

12e + ¢ — [sR = 0 (malla derecha)

T Ve
Iz
I)R — ¢ — I3R = 0 (malla izquierda) n?j 12e =1
R R

13¢
De la segunda ecuacion se obtiene Is = 3
: . . 12¢
Sustituyendo en la tercera ecuacién se tiene I3 = 3
. . 12¢ .
Por lo tanto la corriente que pasa por el inductor en ¢t = 0 es | [p = " (en sentido

antihorario) bajando.

Luego, cuando se abre el interruptor S, deja de circular corriente
por la malla derecha, por lo tanto para ¢ > 0, sélo se considera la .
malla izquierda, donde la corriente depende del inductor, entonces se
tiene ecuacién de malla T

dl dI 2R ¢

D - I P S e S
e-UR-LE=0=m+I=7

Tenemos una ecuacion diferencial con solucion conocida de la for-
ma:
I(t) = Ino + (I — Ino)e ™

Reescribimos la ecuacién diferencial para encontrar la constante de tiempo y la condicién
asintotica

£+@[_£:>£+ﬁ[_£ﬁ:>£+ﬁj_i
dt L L "dt L L2R ~dt L 2R

Ademds como el sentido escogido para recorrer la malla, es contrario al que tiene la

. o . : o 12¢
corriente inicial, debemos colocar un negativo a la corriente inicial Iy = R entonces

nos queda la solucién de la ecuacién diferencial

€ 2Rt 15 25 _ 2Rt
L

10 = Lt (o= E)e™" = 10 = g (1 =5 ) = 100 = 55~ e
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I(t) =

ZR(

2Rt

1—2be” L

)

Luego, busquemos la corriente cuando ha alcanzado la cuarta parte de su energia final,
2

tenemos que la energia final es: Uy = luego tenemos la ecuacion:

2 4R27

I—j:—
4R

U 1_¢&? 1 g2

—=_L—=_LI*=1"=

4 8 4R? 2 16 R?
Ahora utilizando la funcién del tiempo de la corriente del inductor, busquemos cuéndo

alcanza el valor positivo de la corriente encontrada. Tenemos

1 1
1) = o (1 - 256_%> = & o (1 - 256—%> = 5 =1-25e" % = 2T = -
2 1 2R 1
T TR T L " (50) ! 2R n(50)

Ahora utilizando la funcién del tiempo de la corriente del inductor, busquemos cudndo
alcanza el valor negativo de la corriente encontrada. Tenemos

2Rt € _ 2Rt 1 2Rt 2Rt 3

I(t) = 2R(1—25e L):>—E 2R(1—25e ):—5_1 256 = 95e 1 = °
=e %—i:@——ln 3 =>t—£n 50
5 L 50 27 9R 3

31. El circuito de la figura lleva funcionando un tiempo muy
largo. Luego, en un instante que tomaremos como ¢ = 0 se cierra el
interruptor S. Tome €1 = 12 volt, 2 = 6 volt, Ry =2, Ro =1Q y
L=0,1H.

a. Halle la corriente en el inductor justo antes de cerrar S.
b. Calcule las corrientes en las resistencias para t > 0.

c. Determine los tiempos (¢ > 0) para los cuales la energia en
el inductor es la centésima parte de su valor final.

Solucién: Justo antes de cerrar S, sélo circula corriente por la
malla derecha y el inductor esta en la condicién asintética, por lo tanto se puede tomar
como un cable, entonces la ecuacién de malla es (tomando el sentido antihorario de flujo
de la bateria):

€2
Ry + Ry

Sustituyendo los valores numeéricos €5 = 6 volt, Ry = 1€, R = 2}, se obtiene ,

ésta corriente tiene sentido antihorario.

gg—IgRy —IgR1 =0= Iy =
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Luego de que se cierra S, se tiene un circuito con dos S
mallas, y las ecuaciones del circuito seran:
L
n 1 I

Iy = Ir + I, (ecuacién de nodo)

Y
m
()
T
II
D |

£1 + €2 — IRy = 0 (malla izquierda)

dl
g€y — bRy + I Ry + Ld—f = 0 (malla derecha)

€1+ €2

De la segunda ecuacién se obtiene I, = , sustituyendo los valores numéricos de

€1 = 12 volt, g9 = 6 volt, Ry = 1€2, obtenemos ’12 = 18A (bajando) ‘
Luego, sustituyendo el valor de Is obtenido en la ecuacién de la malla derecha tenemos:

I 1.dI; I,
LRy + LR 4+ LY —0=6—18421 + — 2L — 9= L 4901, =120
€2 — fadty +Apdu + L MR a L

I
L g 2
- T2 =6 20

Con la solucién conocida I(t) = Io+(Io—Iso)e™"/7 y tomando la condicién inicial Iy = —2
A, con el signo negativo, pues tiene sentido opuesto al dibujado para el segundo circuito.
Se tiene la solucién de la ecuacién diferencial:

I(t) = Ioo + (Io — Ic)e /7 = I(t) = 6+ (=2 — 6)e 2 = | I(t) = 6 — 82"

Busquemos los tiempos en los que el inductor tiene una cénstesima de su energia final,

1 36)L
para ello tenemos que la energfa final es Uy = §LI§O = Uy = (2) = Uy = 18L
Busquemos la corriente cuando la energia es la cen’esima parte de la final
——=—8L=-LlI"=_—=[I"'=[I"'=—=1=4-A
100 100 2 50 25 5

Luego usamos la funcién de la corriente del inductor para encontrar el instante en que
alcanza el valor de corriente positivo

27 27
20¢ 20t 20t
= =8 = =

5 © 10 ¢

27 27 1 40

Luego usamos la funcién de la corriente del inductor para encontrar el instante en que

3 3
I(t)=6—8e 2 = : = 8e 2 =6 — = = 8e

alcanza el valor de corriente negativo

3 3 33 33
20t 20t 20t 20t 20t
I(t) =6 —8e = 5:>86 —6+5:>8e =>5—8e = 0= ¢

33 33 1 40
In{—|=-2 20t =—In | — =—In| -
= In (40) 0t = 20t n (40) = |12 0 n (33>
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0.5. Circuitos Corriente Alterna

32. En el circuito de la figura son conocidos las impe-

dancias complejas, Z1, Zs y Z3, el valor pico &g de la fuente d
y su frecuencia angular w. n A
a. Halle las corrientes complejas I, I1 e Io. I l L 1

b. Calcule las diferencias de tensiéon complejas V, — V},

Vo= Vo, Vi — Vi e ] b

c. Determine la corriente real I;(t)

Solucién: Resolvemos el circuito considerando todos
los elementos como si fueran resistencias, que en este caso c ZI—
seran las impedancias complejas, y aplicaremos la ley de

Ohm compleja V = ZI. Por lo tanto tenemos las ecuaciones

del circuito

I =1, + I, (ecuacién de nodo)
g0 = I1Z; (malla izquierda)

NhZy — (Zy + Z3)I; = 0 (malla derecha)

De la segunda ecuacion se obtiene | I} = 2—0 . Sustituyendo este resultado en la ecuacion
1
de la malla derecha se tiene:
L2y —(Za+ 23 =0= 27 — (Zo+ Z3)lb = 0= | I = —2
141 2 3)l2 = 7, 2 3) 12 = 2= i 7

Y finalmente con la ecuacién de nodo

€0 €0 eo(Z1 + Za2 + Z3)
I=h+h=I=_+_—— ==
L Zy ' Zy+ Zs Z1(Zs + Z3)

Ahora busquemos las diferencias de potencial en los puntos indicados:
Entre los puntos a y b

€0 €042

Vi —LZo =V = V- Vo=hZs=Vy—Vp= — 2 Zy= |V, —Vy= =2
242 b b 242 b Z2+Zg2 b ZQ+Z3

Entre los puntos a y c

VamhZy=Ve=Va=Ve=hZ1=|Va=Ve =]

Entre los puntos b y ¢

€043

Vo—12Z3=V.= V-V, =0Zsy= V-V, = ———
b 243 c b c 243 b c Zg—l-Zg

Observacion: En las soluciones que aparecen en la guia, consideran que las impedancias
son numeros complejos y como todas las corrientes tienen complejos en el denominador,
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se utiliza la conjugada para que quede la parte imaginaria en el numerador, por ejemplo
para el caso de I; se tiene

Este ultimo paso es necesario para poder obtener la corriente real. Por lo tanto para
la corriente real I;(t) se tomara el resultado con la conjugada.

Se conoce que la corriente es de la forma I1(t) = I1e™! donde I1(t) representa una
funcién a valores reales, para lograr esto, consideremos la formula de Euler e = cos 6 +
isinf y como la corriente I; es un nimero complejo, tiene una parte real e imaginaria
Il = Re(Il) + Im(Il)z

Entonces la corriente real serd

€0

— iwt —
Il(t) = Il@l = Il(t) = W

{Re(Z7) cos(wt) + Im(Z;) sin(wt) }

d. Para el circuito d. determine la corriente compleja y real

(1) I By
Tr—
Solucién: Consideramos los elementos como impedancias Ill 121
complejas y aplicamos ley de Ohm compleja. Tenemos la ecua-
cién de la malla izquierda €9 = I1 Z1,, como Zr, = iwlL; es la gTCND g L
impedancia del inductor 1, entonces
. (64
€0 €0 €0t €0 . 1]
L = = = =L =——
! ZL1 ile wL1i2 ! le "
Luego para la corriente real consideramos la parte real (que
es cero) e imaginaria del nimero complejo y la férmula de Euler, por lo tanto
€
I (t) = Im(I) sin(wt) = | I1 (t) = — sin(wt)
le
e. Para el circuito e. calcule las corrientes reales I (t) e I(t)
y la potencia promedio disipada por Rs. I R,
AAA’\
Solucién: Para la corriente I7 se tiene la ecuacion de la ma- I 1 L 1
L €0
lla izquierda 9 = I1R;, entonces I = By este numero com- 3
L . o, ‘ ~ R
plejo sélo tiene parte real, por lo tanto la corriente 1 real sera: ¢ K) g !
€0
I (t) = — cos(wt
1(t) 2 (wt) I
i —
Luego, tenemos para la malla derecha la ecuacion:
€0 . . €0
LRy = LRy+1y Z = —R; = Ih(Ro+iwl) = g9 = L(Rotwli) = I = ————
i = DRyl 2 = 5 1 2( 12 ) = €0 = Ix(Ry ) 2= R oL

iwlL
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Multiplicamos por la conjugada

80(R2 — sz’) €0

7 Ryt wLi(Ry—wlLi) > RZ+ (wL)?

(Ry —wLit)

De este nimero complejo se tiene Re(l2)=Rs Im(lz)=wL. Entonces la corriente real
sera

=0 5 { R2 cos(wt) + wLsin(wt)}

M B iy

Luego para la potencia promedio disipada por una resistencia en corriente alterna se
1
tiene la relacién < P >= —V,,I,,, cos(¢), donde V,, representa el voltaje pico que pasa

por la resistencia el cual puede ser calculado mediante el médulo del nimero complejo
Vr, = I2R2, I, es el médulo del nimero complejo I y el angulo de fase entre el voltaje
y la corriente en una resistencia es cero, por lo tanto cos(¢) = 0. Busquemos los médulos
de los niimeros complejos

& &
] = —5————/R2+ (wL)? = || = 0

R3 + (wL) R2 + (wL)?

ademas

R R
Viy| = LRy = =52\ /R2 + (WL)? = |Vi, | = —

R3 + (wL) R3 + (wL)?
Finalmente la potencia disipada por Ry serd
1 1 €0 coRo 53R2
< Pr, >= -|L||VR,| = = < Pp, >= ——"——~
e e = R G VB Gl | T A+ WD)

33. En el circuito de la figura las fuentes tienen fase inicial
nula, frecuencia angular w y sus sentidos y valores pico (g1 y L
£9) estan indicados. Las impedancias complejas Z1, Za, Z3 son
conocidas

a. Halle las corrientes complejas I1, I, I3 en términos de
Zla Z27 Z37 €1y €2.

Solucién: Busquemos las ecuaciones del circuito, eligien-
do dos mallas, una interna recorrida en sentido antihorario, y —
otra externa que pasa por Zs recorrido en el mismo sentido.
Entonces se tienen:

I, = I + I3 (ecuacién de nodo)
g9 + IsZ3 — IsZ5 = 0 (malla interna)
e1 — 1 Zy — IsZ3 = 0 (malla derecha)
Sustituimos la ecuacién de nodo en la tercera ecuacién

e1—NZy—13Z3=0=¢1— (la+ 13)21 — 1373 =0 =1 = Z1 Iy + (Z1 + Z3)I3

Luego se tiene el sistema de ecuaciones
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Z2I2 — ZgI3 = &9
Zlfg + (Zl + Zg)[g = &1

Resolvemos el sistema usando el método de Cramer y considerando los determinantes
asociados al sistema. Tenemos

g2 —Z3
I, — g1 Z1+ 23 B eo(Z1 + Z3) + €123
2 Zy  —Zs 27 ZoZy + ZaZs + 71 s
ARV VA
Z2 g2
Z1 € €122 — €221
A L BN -
Zy  —Is VAYARR IV AVARSVAVA!
ARVARS VA
Luego con la ecuacién de nodo
e2(Z1 + Z3) + €173 €122 — £223

=D+ Is—=1I =
VRS TR T 0l F Zods+ ZnZs | Zoly + Zolis+ Z1Zs

N e1(Za+ Z3) + 273
YT 202y + ZoZs+ Z0Zs

b. Solo para esta parte del problema suponga que w = 1000 rad/s, 1 = 50V, g9 = 25V,
el elemento Z; es un inductor con L = 3 mH, Z5 es un capacitor con C = 1lmF, y Z3 es
una resistencia con R = 2().

b1l. Halle la potencia media suministrada por ;.

b2. Halla la diferencia de potencial compleja V' = V,—V;, y la correspondiente diferencia
de potencial real V (t) entre los mismos puntos.

Solucién: Buscamos el valor numérico de las impedancias complejas Z3 = 2

7y = wLi =1000(3 x 1073) = Z; = 3i
1 —i
wCi  1000(1 x 10-3)

Sustituimos en las corrientes complejas los valores numéricos conocidos, tenemos para
la corriente Iy

oy = = Zy = —1i

;_ eZtZy) teaZs 502 —i) +25(2) _ 50(3 i) _ 50(3 —i)(3 — 4i)
YU 2020+ ZoZs+ Zh s Bi(—i) —2i+6i  3+4i (3 +4i)(3— 40)

50(9 — 12i — 3i — 4
Lo = ;5 =) o5 150) = [ = 10— 301

Para la corriente Iy tenemos

5 ZitZy) terZs _ 25(3i+2)+100 _ (75i+ 50 +100)(3 — 4i)
* T Talh + ZoZs + 7173 3+ 4i T (344i)(3—4)
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150 + 75i) (3 — 4i
sp=t +2;)( Z):(6+3i)(3—4@'):18—24i+9i+12:>12:30—152'

Para la corriente I3 tenemos

L ada—eZi_ 50(=i) = 25(3i) _ —50i—T5i _ —125i(3 — 4i)
5T Talh + ZaZs + 2175 3+ 4i T 344i (3+4i)(3—44)
—125i(3 — 4i
= I3 = 12(5 D _ —5i(3 — 4i) = [I; = —15i — 20|

Para buscar la potencia promedia entregada por la fuente €1 se tiene la relacion en

corriente alterna < P >= §lem cos ¢, donde V,,, v I, representan los valores picos del

voltaje y la corriente principal, y ¢ es el desfase entre estas dos cantidades, el cual puede
ser hallado calculando la fase del nimero complejo 1, y para la corriente pico se halla el
moédulo de 1.

Tenemos el médulo del complejo

11| = v/102 4 302 = /100 + 900 = |I;| = 10v/10
y la fase
—30
tan ¢ = <0 )= ¢ = arctan(—3)

Entonces la potencia es

1 1
< P>= 5VmIm cosp =< P >= 5(50)10mcos(arctan(—3))

1
=< P >= 250V 10— = | < P >= 250 watts
V1432 | |

Luego tenemos que la diferencia de potencial compleja entre los puntos a y b es:

Va—IngJrel:%:>Va—v},:ng3—51:Va—%:(—15i—20)(2)—50

Vi — Vp == —=30i — 90 = |V, — V, = —(90 + 30i) |

Ahora busquemos el voltaje real como funcién del tiempo, para ello tenemos dos formas
de escribirlo, una que ya hemos utilizado que es considerar la parte real e imaginaria y la
férmula de Euler, con lo que

’ V(t) = —90 cos(wt) + 30 sin(wt) ‘

Otra opcidn es escribir el voltaje en la forma V (t) = V;, cos(wt + ¢), donde V;,, es el
voltaje pico, que se obtiene del médulo del niimero complejo V, — V}, el cual sera

[V — Vi = v/902 + 302 = /8100 + 900 = v/9000 = |V, — V3| = 30v/10

Luego, el angulo ¢ representa la fase del niimero complejo V, — V}, el cual viene dado

—30 1
por ¢ = arctan (9()) = ¢ = arctan (3) Entonces

V(t) = 30y/10 cos (wt + arctan (;))
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34. Para el circuito de la figura calcule I L
a. La impedancia compleja equivalente. R, R, l
b. El valor pico de la diferencia de potencial V, — Vj. a " b
c. La potencia media disipada por cada resistencia y la G\)T e ==
potencia media suministrada por el generador.
I
Ry =109, Ry = 3Q, L = ImH, C = 50uF, £ = £ cos(wt), ’ 1 I
g0 = 50V, w = 4000rad/s. h—

Solucién: Reducimos el circuito para buscar la impedancia
equivalente, para ello aplicamos el mismo método de reduccién
y reglas para resistencias en corriente directa, pero aqui las resistencias seran las impe-
dancias complejas. Tenemos Zg, = 10Q2, Zg, = 3Q, Z;, = 4iQ, Zc = —5i

Busquemos la impedancia compleja equivalente, para ello trabajamos bajo el siguiente
esquema:

I L I 0 I I

(W—— (W (— "
5

ol

-
1

Primero, reducimos la conexién en serie entre el inductor y la resistencia Ry, obteniendo
Segundo, reducimos la conexion en paralelo entre Z; y el capacitor, tenemos

1 1 4 1 3—41 +i 3—4i+i 3 i 1 4

_—= —_— -_-—= ——— _—— — 7 —_——_——

Zy 3+4i  —b5i (3+4i)(3—4i) 5 25 5 25 5 25
L3 i % 25(3-1) _ , _253-9)_ , 15 5

_—=— _— = _= = —————— = — — —1

Zy 25 25?7 3+i (B3+)B—i)  ? 10 2T 22

Por dltimo reducimos la conexién en serie entre Zs y la resistencia R;, obteniendo

1
Zeq:ZZ—i—ZRl:;—?i—i—lO:%—?ié Zeq:g(7—i)

Como hemos hallado la impedancia compleja equivalente, podemos usar la Ley de Ohm
compleja y hallar la corriente principal que sale de la fuente, es decir se tiene

5 , 100 20(7 + 1)
=0Zyy=50=-(T—i)| = —— =0 =1 = —— 7 _
0T e 2 T=h=sm—y =h=h=G=ya3s
20(7 + i) 2
L =217 =2
s n=2 M s = 20 4)

2
Luego el médulo de este niimero complejo es |I1]| = g\/ T2 H12= || =2V2
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7
Luego, la potencia promedio entregada por la fuente sera:

1 1
Y la fase del complejo sera tan ¢ = - = ¢ = arctan <7>

1 1 1 1
< P. >= ~Vyuly cos ¢ = —(50)(2v2) cos [ arctan | = | | = 50v2———
7

49
=< P.o>= 50\@\/; = ] < P.>=10 Watt‘

Luego, busquemos la corriente I para ello tenemos la ecuacién de malla externa reco-
rriendo la malla en sentido horario y obtenemos:

2
co—I1R1 —IsRy — IsZ;, = 0= 50 — 3(74-1')(10) = IQ(3+4i) = 50—4(7+i) = 12(3—1—4i)

, , 22— 4i (22— 4i)(3 — 4i) 66 — 88i — 12i — 16
= 50 — 28 — 4i = Iy(3 + 4i) = Ip = _ _
= LB = L= = BTG o6 25

PRI

Buscamos la diferencia de potencial entre los puntos a y b.

2
Vo—1T1Rl — LR =V, =V, -V =LR+ LR =V, —V, = g(7+i)(10)+(2—4i)3

=>Vo—Vo=4(T+1)+6—-120=28+4i+6—-12i =V, -V, =34 -8

Luego, el médulo de este complejo serd el voltaje pico en estos puntos por lo tanto

Vo = Vi| = /(34)2 + (8)2 = V1220 = | [V, — V3| = v/1220 Volt ~ 34,9 Volt

Luego busquemos la potencia disipada por la resistencia R, para ello necesitamos la
corriente maxima obtenida del médulo del complejo I, entonces |I3] = /22 4+ 42 = || =
21/5, y para el caso de las resistencia el 4ngulo de fase es 0, puesto que la corriente y el
voltaje en las resistencias siempre estan en fase.

1 1 1
< P, >= 5Vl cosg = 51;32 = 5(2\/5)2(3) = | < P, >= 30watt|

Finalmente para calcular la potencia disipada por la otra resistencia R; tenemos dos
alternativas, una que es seguir el mismo procedimiento anterior y calcular el médulo de
la corriente compleja I, o la otra utilizar la relacién de que la potencia entregada por la
fuente es igual al total de potencia disipada por todas las resistencias, es decir

< P. >=< PR, > + < Pgr, >= | < Pr, >= 40 watt
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35. Para el circuito de la figura halle

a. Las corrientes complejas I e Is y la impedancia compleja R L

del circuito. (,91 & a b
b. La diferencia de potencial real V() entre los puntos a y

b (V(t) = Vi — V). C'Tlll RZ| L

R =200, L =0,2H, C = 0,25mF, ¢ = g cos(wt), g9 = 200
V, w =100 rad/s.

Solucion: Para este circuito se tienen las ecuaciones de

malla: .
co=hL(R+Zc)=1 = 7 +OZC (malla izquierda)
eo=0L(ZL+R)= 1= 7 —T—OZL (malla externa)
Sustituimos los valores numéricos de las impedancias R = 202, Z; = 20i, Z¢c = —40i y el

voltaje pico g = 200 obtenemos para la corriente Iy

200 10(1 + 2i) 10(1 + 2i) , .
I = - - —21+2)=[l=2+4
LT 20400 T (1-2i)(1+29) 5 (1+2i)

Luego

200 10(1—i)  10(1—1) , :
I, = = — —5(1 — Io—5
27901200 (1+49)(1—1) 2 5(1—i) = |2 = 5 - 5i]

Para buscar la impedancia compleja del circuito podemos usar la relacion de Ohm
compleja eg = I Z.,, pero para ello necesitamos hallar la corriente principal, con la ecuacién
de nodo I = I1 + I = I = 7 — i, entonces tenemos

200 200(7+i)  200(7 +1) . :
[y = Doy = e = N — (T +1) = [ Zog = 28 + 4
0T ea ™ Lea = T T T ) (T 1 ) 50 (T40) = [Zeg =28+ 40

Para la diferencia de potencial entre los puntos a y b, tenemos la ecuacién:

Vot R — 7, =V, = Vy — Vy = —(2+ 4i)20 + (5 — 5i)(20i) = 20(—2 — 4i + 5i + 5)

V, — Vi = 20(3 +1)

Luego el médulo de este numéro complejo serd |V, — V,| = 20v/32 + 12 = 20/10, y la
fase ¢ = arctan(1/3). Entonces el voltaje real viene dado por

V(t) = 201/10 cos(wt + arctan(1/3))

o alternativamente escribimos el nimero complejo en la forma polar

V(t) = Re(V) cos(wt) + Im(V)isin(wt) = 60 cos(wt) + 60i* sin(wt)

= | V(t) = 60 cos(wt) — 20sin(wt) |
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36. En el circuito a. las impedancias complejas Z7,
Zo 'y Z3 son conocidas, y también son conocidos el valor

pico € de la fuente y su frecuencia w.

a. Para el circuito a. halle las corrientes complejas
I 1, .[2 (§ Ig.

Soluciéon: Tenemos las ecuaciones del circuito

I = I, + I3 (ecuacién de nodo)

circuito a.

eg — 171 — IsZ5 = 0 (malla izquierda interna)
IhZy — 13723 =0 (malla interna)

Sustituimos la ecuacién de nodo en la ecuacion de malla izquierda

g0 — (IQ + Ig)Zl — IQZQ =0= (Z1 + ZQ)IQ + Z1[3 =&y

Luego se tiene el sistema de ecuaciones

Zoly — Z3I3 =0
(Z1+ Za)I2 + Z113 = ¢

Resolvemos el sistema usando el método de Cramer y considerando los determinantes

asociados al sistema. Tenemos

0 —Zs
€0 4 €043
I2 - I2 =
7o —Zs ZoZh + ZaZs + 2173
1+ 2y 7y
79 0
1+ 2y € Z
Iy — 1 2 0 I = €042
7o —Zs Lol + ZoZ3 + 21 Z3
AR

Luego con la ecuacién de nodo obtenemos la corriente principal

_ e0(Z2+ Z3)
Loy + ZoZs + Z1 73

L=0L+1I3=|1
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b. Para el circuito b. halle I;(t) y Va(t) R I
—’WV;!
Solucion: Tenemos las ecuaciones del circuito L (_ _\13
I = I + I3 (ecuacién de nodo) C»\DF == L
g0 — 1R — I3Z1, = 0 (malla izquierda)

I,Z¢ = I3Z1, = O(malla interna)
- . . circuito b.
Sustituimos la ecuacién de nodo en la tercera ecuacién

IhZo— 137, =0= (Il — Ig)ZC —I3Z;, =0= Zcl, — (ZL + Zc)Ig =0

Combinando esta ultima ecuacién con la malla izquierda se tiene el sistema de ecua-
ciones

RI1 + Z13 = ¢

Resolvemos el sistema usando el método de Cramer y considerando los determinantes
asociados al sistema. Tenemos

{ Zolh — (Zp + Ze)Is =0

0 —(ZL+Zc)
I — €0 Zr I = eo(Zr + Zc)
Zo —(Zp+ Zc) ZoZi,+ R(Zp, + Zc¢)
R Zr
‘ZC 0
R €0 8020
Is = I3 =
Zo —(Zp+ Zc) ZoZi,+ R(Zp, + Zc)
R Z

1
sustituimos los valores de las impedancias complejas Z; = iwlL, Z¢ = ol Para I
w

se tiene
e (oL + 1 . 1 - w?LC
iw — _
= eo(Zr + Zc) _ 0 iwC _ 0 wC

 ZoZy+R(Zp+ Zo) . 1 . 1\ L 1—w?LC
L)(—— L+ — — ————

(d )(iwC) Rl wC C R wC

)2 2 _
T = eo(l —w?LC) T - eo(w”LC —1)

~ wLi+ R(1 —w2LC)

multiplicamos por la conjugada

R(w?LC —1) — wLi

g0(W?LC — 1)(R(w?LC — 1) + wLi)
(R(w?LC — 1) — wLi)(R(w?LC — 1) + wLi)

=1 =

=1 = R L0 — 12+ (WL)? (R(w“LC — 1) + wLi)

donde el médulo de este niimero complejo es:

| = 50(W2LC —1)
U RN WILC = 1)2 + (

oL)? VR2(W2LC —1)2 + (wL)?

Erasmo Iniguez 47 Enero 2017



Solucionario Guia Prof. Di Bartolo FS-2212 48

60(w2LC — 1)
VR 2(W2LC —1)% + (wL)?

= |I| =

L
y el angulo de fase: ¢ = arctan (R(uﬂiC—l))

Entonces la corriente real viene dada por la funcién

B go(W?LC — 1) ¢ + arctan wL
T JRWPLO 12 1 i o\ T Rerne 1)

I(t)

O alternativamente podemos escribir el complejo en su forma polar y obtenemos la
funcién

50(w2LC -1)

L) = mre —17+ o)

s{R(w?LC — 1) cos(wt) — Lwsin(wt)}

Ahora para hallar el voltaje V5, tenemos por la conexién en paralelo que tanto el induc-
tor como el capacitor comparten el mismo voltaje, con lo que podemos usar la corriente
I3 ya calculada y usando la relacién de Ohm compleja Vo = I3Z},, entonces

) 1
7 eo(iwl)——
Ve =1IZ1= 777 Jﬁ?(g 7o) T 1 bl 1
clL L+ Zc , .
(ZWL)(iWC) +R <zwL + iwC)
L L
ol 0 eoLwi
L 1 —-w?LC wLli+ R(1 —w?*LC)  wLi+ R(1 —w?LC)
—+R . .
C iwC wC

multiplicamos por la conjugada

eoLwi(—wLi+ R(1 — w?LC))

= V2= GLit RO - o?L0))(—wLi + R(1 - WL0))

eoLwi

=V A Lo + (W)

s(~wLi+ R(1 — w’L0))

€0Lw

(1= W2LOY + WD “h R(w*LC = 1)i)

= V)=

el médulo de este niimero complejo sera:

€0Lw

Va| = R0~ L0 T (L) V(WL)? + R2(1 — w2LC)?

V| = eoLw
V(WL)? + R2(1 — w2LC)?
1—w?L
v la fase del complejo serd ¢ = arctan (W)
w
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Entonces el voltaje real Vs sera

V() goLw R(1 - w?LC) >>

Cos <wt + arctan <
V(WwL)? + R2(1 — w2LC)? wL

Escrito en forma polar

eoLw

Va(t) = R2(1 — w?LC)2 + (wL)

51wl cos(wt) + R(W?LC — 1) sin(wt)}

c. Para el circuito c. halle la potencia promedio disipada

por la resistencia. L
— T
Solucion: Tenemos las ecuaciones del circuito: I l L 113
I = I + I3 (ecuacién de nodo) C@Ts — % R
o — 1 Z1 — I3R = 0 (malla externa)

IyZc — I3R = 0 (malla interna)

circuito c.

Como estamos interesado en conocer la corriente y el voltaje que pasa por la resistencia,
manipulamos las ecuaciones para obtener la corriente I3. Sustituimos la ecuacién de nodo
en la segunda ecuacién

£0 — (.[2 + Ig)ZL —IsR=0= Z;I5 + (ZL + R)Ig =€p
Combinando estd ultima ecuacion con la malla interna se tiene el sistema de ecuaciones

Zcly — RI3 =0
Zily + (Zr + R)I3 = ¢

Resolvemos el sistema usando el método de Cramer y considerando los determinantes
asociados al sistema. Tenemos

Zc 0
Z1, € Z
IgZ—L 0 = Ig: foo¢
Zc —R ZoZip+ R(Zp + Zo)
Z, 2+ R

Sustituimos las impedancias complejas en la ecuacion

1 1
I3 = ViwC _ ViwC _ o
‘ 1 . 1 wLi+ R(1 —?LC) _ wlit R(L — w?LC)
(WL)(iwC>+R<ZwL+iwC’) e

multiplicamos por la conjugada
eo(R(1 — w?LC) — wLi)
(R(1 — w?LC) +wLi)(R(1 — w?LC) — wLi)

€0
(wL)? + R2(1 — w2LC)

I3 =

I3 =

5 (R(1 — W LC) — wLi)
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el modulo de este niimero complejo vendra dado por

€0

15| = al
(wL)? + R?(1 — w?LC)?

VL = Oy = e = wioy

Luego, la potencia promedio que disipa la resistencia vendra dada por la relacién

e2R
2((wL)? + R%(1 — w?LC)?)

1 1
< Pp>= 5 Vinlm = §|13|2R =|< Pg>=
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0.6. Magnetizacion y materiales magnéticos

37. Se tiene un embobinado de N vueltas muy apretadas en
forma de toroide con radio interno R y seccion rectangular de

lados a y b. El interior del toroide est4 lleno de una sustancia —j‘ﬁm Wﬂﬁf’l’tl’ )

con permeabilidad p. Por el embobinado circula una corriente

1.

a. Calcule los vectores de intensidad de campo magnéti-
co H , induccién magnética B y magnetizacion M dentro del
toroide.

b. Calcule como esta distribuida y cuanto vale la corriente ligada en el interior del
toroide.

Solucién: haciendo un corte transversal al toroide, se
observa que debemos tomar una curva amperiana cerrada de
radio r, concéntrica al eje de simetria del toroide. Ademss la
direccién del vector H serd circular en la direccién tangen-
cial ya que esta distribucién se interpreta como un solenoide
envuelto en si mismo, que al envolverse el campo axial se
convierte en una circunferencia, asi H= H g

Entonces la integral de linea nos queda

y{ﬁ.cﬁ_ij¢dz_H¢7§dz_H¢(2w)
C c C

Luego usando la Ley de Ampere para el vector intensidad de campo

N1
iy

fﬁ-cﬁ:ImC;»H(b(%r):Ni;x H=
C 2rr

Luego, para el vector induccién magnética se tiene la relacién

B = MF[, entonces | B = ——1,

Luego, para el vector magnetizacién usamos la relaciéon M = yH, donde x es la sus-

ceptibilidad magnética que no esta dada en el problema, pero puede ser obtenida mediante
B — Mo

la relacién p = po(1 + x), entonces x = , por lo tanto

. . - _ Ni
M =H = M_<“ “O)qu
1o 27r

Para encontrar la distribucién superficial de la corriente ligada en el toroide debemos
considerar las 4 superficies que envuelven al toroide.

1. Cara superior z =b, y r=r

2. Cara inferior z =0,y r =r

3. Arointernor =R,y z =z

4. Aroexternor=R+a,y 2 =z
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La densidad de corriente superficial viene
dada por K =M x n, donde M es el vector de
magnetizacién evaluado en la superficie donde
se esta buscando la densidad, y 7 es un vector
unitario normal a la superficie.

Considerando el sistema de referencia plan-
teado en la figura, buscamos la distribucién de
la corriente en las 4 superficies del toroide.

Superficie 1. Para la cara superior tenemos

- _ Ni
r=rylaalturaz=5b M = (,u;m) AN
1o 27r

un vector normal a esta superficie que apunte
hacia el exterior del toroide es n = 41, por lo
tanto

C = M p—po) Ni > p—po\ Ni
Ky = Mx X = K| = —
= i = (M0 T i (i) = | Ry = (M)
. _ Ni
Superficie 2. Para la cara inferior tenemos r = r y laaltura z = 0, M = K MO) 5 ! —— U
Ho r
un vector normal a esta superficie que apunte hacia el exterior del toroide es n = —u,,

por lo tanto

K2_Mxﬁ_<“ “°> 8y x (i) = 132_<“_”0>M(—m)

o 27r 1o 27r
o — Ni
Superficie 3. Para el aro interno tenemos r = Ry laalturaz = 2z, M = (M MO) ﬁu}b.
Ho m
un vector normal a esta superficie que apunte hacia el exterior del toroide es 1 = —,,

por lo tanto

. - (p—u\ Ni . . o (p—po\ Ni
Ky=M x i = — 1, Ky = .
3 X < )%R(%X( Ur)) = | K3 < o )%R(H&)

Superficie 4. Para el aro externo tenemos r = R + a y la altura z = z,

- — Ni
M = <,u MO) . un vector normal a esta superficie que apunte hacia el
Lo 21(R+a)

exterior del toroide es n = +u,., por lo tanto

- - W— 1o N1 . . - n— Ho Ni .
Ky=Mxn= . Ky = i,
1=t = (B ) g i i) = | = (P0) gy

Finalmente la corriente ligada puede ser calculada mediante la integral de linea del
vector magnetizacion y considerando una curva que cerrada de radio r

Ni _
IL_j{ M-dl = <“ ““) M omr) = | I = (“ “0>N¢
2wr o
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38. En la figura se muestra la secciéon de un cable coaxial
compuesto por dos conductores cilindricos muy delgados de
radios a y b, de longitud infinita, por los cuales circula una
corriente I. El espacio entre los conductores estd lleno con
una sustancia magnética de permeabilidad u.

Halle los vectores H , é, M y la corriente ligada, en la
regién a < r < b.

Solucién: Como tenemos un cilindro con corriente axial,
por simetria este generard un campo en direccién tangencial
H=H g, con lo que debemos tomar una curva cerrada de radio r, esta curva encerrara
sélo la corriente superficial del conductor interno de radio a, puesto que los cilindros son
muy delgados y sus espesores son despreciables con lo que la corriente se distribuye en la
superficie de los cilindros. Es decir I.,. = I, entonces

- . I
%H-dl—H(27rr)—I:> =L,
C 2mr
Luego obtenemos los otros vectores magnéticos, considerando que xy = et
Ho
. . . T . . . _ I
B=ul=|B=""4 M=H = M:<“ “°>u:
27r 1o 27r

Finalmente para la corriente ligada buscamos la circulacién del vector magnetizacion
M a través de una curva circular de radio r

Lo — I _
IL:fM-dl:<MMO) —(277r) = IL:(“ “°>I
c Ho 2mr Ho

39. Un cable coaxial esté formado por dos cilindros muy
delgados conductores de radios Ry y R3. El espacio compren-
dido entre los dos conductores esté relleno por dos sustancias
magnéticas de permeabilidad p1 y pa, con superficie de sepa-
racion de Rs.

Halle los vectores H , B y MenRi <r< R3 y la corriente
ligada en r = R

Solucién: Para esta distribucién tenemos el mismo vec-
tor intesidad de campo, debido a que las corrientes que pasan
por los conductores, son corrientes superficiales ya que los cilindros son de espesor despre-
ciable. Por lo tanto la corriente axial, genera un campo en direccién tangencial.

Entonces | H = —i,
2rr ¢

Luego para el vector induccién magnética se tiene la relacion B = puH, pero al tener
dos materiales magnéticos en el espacio entre los conductores, se distinguen dos regiones
donde cambia este vector. Por lo tanto
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I
) %@, si Ri<r<Ry
B =
I
g%qu st Ry <r < Rj

Consideramos que y =

magnetizacién

0 . . .
e igualmente se distinguen dos regiones para el vector

M =

I
(MIMOM()) 27rru¢ si Ri<r< Ry

<M2 — Mo) I
T
1o 27r

st Ro <r < Rj

Luego identificamos que en la superficie de radio Ry se

tienen dos corrientes ligadas, una externa a la superficie y otra
interna, producto de que se tiene en esta superficie la frontera
entre los dos materiales magnéticos, por lo tanto debemos
calcular la circulacién de los dos vectores magnetizacién para
encontrar las corrientes ligadas, y tomamos en consideracion
que estas corrientes se oponen al sentido de las corrientes

fisicas que ya tienen los conductores.
Entonces se tienen

Corrientes ligadas

I, es la circulacién del vector My, es decir se esta encon-
trando la corriente ligada en la capa interna de la superficie

e (g

277

@2rr) = | I, = — (‘“ ’”‘0>I
Ho

Ir,, es la circulacion del vector My, es decir se esta encontrando la corriente ligada en

la capa externa de la superficie

ILQ_}[MQ.JZ_<M
C Ho

) %(27#) =
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40. Un solenoide recto infinito tiene radio R3 y n vueltas Ty
por unidad de longitud. Por el alambre enrollado circula una
corriente 7. El el interior del solenoide y coaxial con éste, se
encuentra un cilindro de radios R; y Re, de un material con
permeabilidad magnética p.

a. Halle los campos E, H , M en todos los puntos del

espacio.
b. Halle el valor y distribucién de las corrientes ligadas.
Haga un dibujo.

Solucién: Como tenemos un solenoide con una distribucién de corriente circular, este
generarda un campo en direcciéon axial H = Huy, por lo tanto debemos considerar un
rectangulo de lado I como la curva amperiana a utilizar en la ley de Ampere, entonces se
tiene

?{ﬁ-cﬁ:Iem:H(l):nll:ﬁ:nhﬁx
C

Este resultado del vector intensidad de campo H es valido para todos los puntos

interiores al solenoide. Es decir | H = nl Uy | para r < Rs.

Luego para el vector induccién magnética é, se distinguen tres regiones del espacio
interior del solenoide, para r < R; donde no existe material magnético, por lo tanto es
el vacio g, para Ry < r < Ro donde existe un material magnético con permeabilidad p,
y finalmente Re < r < R3 donde nuevamente tenemos el vacio. Entonces el vector B se
define como sigue:

ponliuy si r < Ry
pnliu, si R <r < Ry
ponlu, si Rg <r < Rj
0 St r > Rj

B=

Luego el vector magnetizacion M sélo estard presente en la region donde exista el
1 — [1o
Ho

material magnético, para ello consideremos que M = Xﬁ , donde y = , entonces

0 st r< Ry
i (M_Mo)nldx si Ry <71 <Ry
0
0

Ho
si Ro<r< Rs

st r > R3

La corriente ligada se distribuird en las superficies adyacentes a la regién donde esta
presente el vector magnetizacion, es decir se inducira una corriente en la superficie interna
de radio R; y la superficie externa de radio Rs. Las corrientes ligadas se deben oponer al
flujo de la corriente fisica, para ello tomaremos como referencia la superficie mas préxima
a la corriente fisica, que en este caso es la superficie externa Ry, como en nuestro sistema
de referencia la corriente fisica sigue la direccién tangencial positiva, la inducida en Ro
externa debe ser tangencial negativa, es decir

Ki=Mxi=Mx(—i,)=|K = (“_“°> nI(—iy)
Ho
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Luego la corriente ligada en la superficie externa de Distibucion de s corrienes ligadas

sobre la superficie de radio R2
radio R, considerando que el solenoide tiene una longitud v

L seré:
Ir, :—fﬁ-d?:—(‘““")ﬂ(m
Ho
=1y, = — <“_“°>nu i
Ho

Finalmente para la superficie interna de radio Ry se tiene el mismo valor de la corriente
pero en sentido opuesto

Iy, = —Ip, = |Ip, = (“_“0> nLI
Ho

Igualmente la distribucién de la corriente serd la opuesta a la calculada anteriormente.
Entonces para la superficie interna de radio Ra

Ky=-K = Ky = <N;NO>”IW¢>)
0

41. Se lanza un iman con velocidad v por un largo tubo
horizontal de cobre. Desprecie la resistencia del aire y de las
paredes

a. Dibuje las lineas de campo magnético del iman.

b. {Se forman corrientes de Foucault?

c. ; Qué sucede con la energia cinética del imén? ; Aumen-
ta o disminuye? ;De donde proviene o a dénde va la energia
que gana o pierde el iman?

Solucién: Como el iman se estd moviendo
con una velocidad constante, quiere decir que la
posicién del mismo esta cambiando a una tasa de

dx
cambio no nula, es decir — # 0. Como se ha visto

anteriormente en los problemas de induccién, el v
hecho de cambiar la posicién produce que el flu-
jo magnético dentro del tubo conductor sea una
funcién del tiempo, por lo tanto por la Ley de
Faraday un campo magnético que varia en el tiempo produce una corriente inducida, que
segun la Ley de Lenz estd tendra sentido opuesto a la direcciéon de crecimiento del campo,
es decir las corrientes que se inducen en el conductor pasan a contrarrestar el movimiento
del imén y se convierten en corrientes parasitas (Foucault).

Estas corrientes hacen que el iman que inicialmente tenia una velocidad v pase a
disminuir progresivamente su energia cinética al existir pequenas fuerzas que producen
las corrientes inducidas (parasitas) sobre el imédn. Como se supone que no hay pérdida
de energia en el sistema, esta energia perdida por el iman se transfiere a las paredes del
conductor y es almacenada en formas de campos magnéticos que producen las corrientes
parasitas.
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0.7. Ondas electromagnéticas

42. Una onda electromagnética plana se propaga en el vacio en direccién z negativo.
La onda de campo eléctrico en el origen es

E = —2 % 105, cos(m * 10%¢ rad/s) V/m

a. Halle la longitud de onda A\ y la frecuencia v.
b. Halle las ondas de campo eléctrico y magnético y determine el valor medio del vector
de Poynting.

Solucién: Recordemos las expresiones generales de las soluciones de la ecuacion de
onda para el campo magnético y eléctrico
E = Eyaq cos(k - 7 — wt)

— —

B = Bz COS(E -7 — wt)

Si comparamos el campo eléctrico en el origen 7= 0 observamos que

—

E(7 = 0) = —2 % 103, cos(m * 10°t) = Epqy cos(—wt)

Considerando que w es una constante positiva, y tomando la propiedad de paridad de la
funcién coseno cos(—x) = cos(x) se tienen la ecuacién

—2 % 1034, cos(m % 10%t) = E\pyap cos(—wt) = Epnge cos(wt) = —2 % 108, cos(m % 10°t)

donde se deduce que E = —2 % 108, y w = 7 % 10° rad/s.

w 7% 109
Luego tenemos que la frecuencia v = o0 = 3 = v =5%10%
T T

Para la longitud de onda se conoce la relacién \ = E, donde c es la velocidad de la luz
v

3% 108
en el vacio, entonces A = ﬁ = | A = 600m
*

Luego, el vector niimero de onda tendra sélo direccion hatu, ya que es dato del proble-

ma que la onda se propaga en esta direccién, el médulo de este vector puede ser obtenido
w w108 )

. ‘s . pt
diante la rel la f lar [l = 2 = 250 k= 22 ent
Ijle 1a7rr1 e la relacién con la frecuencia angular |k| . = 32108 k| 3gg; entonces
k= ——u,.
300"

Por lo tanto tenemos todos los valores de los vectores y constantes para completar la
ecuacién del campo eléctrico, y tomamos 7 = xt, + yu, + 2.

E = Enos COS(E ST —wt) = E = —2 %108, cos (;ﬁz — Tk 10615)
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Recordemos que los tres vectores que definen la onda son per-

pendiculares entre si, por lo tanto para encontrar la direccién del Ux
campo magnético basta con considerar el producto vectorial en-
tre las direcciones de k y B, es decir ngp = 1, X (—uy) = —(uy), ¢ ’
A | kExE . ; A
y usando la relacién B = o la relacién entre los médulos A Uz
S ©

|Emax| = c]gmaw] buscamos el campo magnético.
|Epnae|  2%10% =

2

= = |B = -

c 3108 = [Pmacl = 3
Entonces el campo magnético serd:

Tenemos el médulo | Byqz| =

_ _ - —» 2
B = Bz cos(k -7 —wt) =|B = —gﬁy cos (%z — T % 10675)

Luego, el valor medio del vector de Poyntig (el cual va en la direccién de propagacion
de la onda ) viene dado por

<G> E? (2 % 10%)2 colegs 1015
2uoc ~ Amx1077(3 % 108) ° 3m

43. Una onda electromagnética plana, polarizada linealmente y de frecuencia angular w

se propaga en un medio de indice de refraccién 7 = 3/2 en direccién dada por el vector
A = 3uy + 44,. El vector campo eléctrico estd en el plano yz y su médulo méaximo es
E. En t = 0 la componente z del campo eléctrico toma su valor maximo y positivo en el
origen.

a. Calcule la velocidad de la onda, la longitud de la onda y el vector niimero de onda.
b. Halle los vectores campo eléctrico y magnético de la onda.
c. Halle el vector de Poyntig y su valor medio.

Solucién: Primero debemos definir el vector unitario que orienta la direccién de la
A By + 4y ~ 3 4

onda, para ello hallamos el unitario de A4, es decir A = — = 22 = A = Z¢j, + —ai,.

’ A V3242 5757
Este vector serd el director del vector nimero de onda, el vector velocidad y el vector de
Poyntig ya que los tres siguen la direcciéon de propagacion.

2
Para la velocidad se tiene la relacién |v] = LN |U] = gc Luego, el vector velocidad
n
N L2 8
se define como 7 = |V]|A = |V = —ty + —u
5 15
2
sc(2m 4
Luego para la longitud de onda se usa la relacién A = M =3 (2m) = A= ome
v w 3w
. , . - 2T W w - Jw
El médulo del vector nimero de onda viene dado por |k| = — = — = — = |k| = —.
A voonc 2c

- Jw (3. 4. - 3w, . -
Entonces k = % <5uy + 5uz> = k= 1—06(3uy + 4ui,)
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Estos pasos béasicamente es carpinteria ya que basta con recordar bien las relaciones
entre las constantes y tener bien claro el significado de la direccién de propagacién y como
definir un vector unitario.

Ahora, buscaremos el campo eléctrico de la onda, el cual tiene la dificultad en obtener
el vector maximo Emax con su respectiva direccién, para ello veamos en los datos del
problema que el campo estd en el plano yz, es decir implica que tiene dos componentes,
una en y y otra en z, con lo que el campo es de la forma Emax = By + B,

Por otro lado el problema dice que el médulo maximo es E, es decir cémo se definid
anteriormente la forma del vector, se tiene

|Erpas| = E = \/lm (ecuacién I)

Veamos que hemos obtenido una ecuaciéon con dos incégnitas por lo tanto necesitamos
otra relacién para deducir el vector Ey,q.., recordando la propiedad de los vectores de onda,
que son perpendiculares entre si, y conociendo ya el vector nimero de onda k, se puede
establecer la condicién de que:

- 3w

k-Enge =0=

- . R R Sw
106(3uy + 4u) - (Eyty + Eou,) =0 = E(SEZ, +4E,) =0

4
= E,= —gEZ (ecuacién II)

De esta tultima ecuacion se obtiene la relacién entre las dos componentes, adema&s se
tiene que F, tiene signo opuesto que E,, pero de los datos del problema se tiene que la
componente z alcanza su valor maximo en el origen y es positivo, es decir £, > 0, por lo
tanto combinando (II) con (I)

4\ 16 25 3
E:‘/E§+E§:>E:\/<—3EZ> + E2 = 9E§+E§:\/9E§:> EngE

4
Por lo tanto | By, = _3E , por lo tanto el vector campo eléctrico en el origen en t=0 y

que tiene el médulo maximo es

Emax = 5Euz — gE’U/y

Considerando el producto punto

= dw . . . . . - Jw
k-r:OéE(Buy—i—éluz)-(xum—l—yuy—i-zuz)ék-r:E(By—iﬁlz)

Asi, el vector campo eléctrico como funcién del tiempo de la onda es

O . 3w
E = g(Buz — 4aiy) cos <1Oc(3y +4z) — wt)

Luego para hallar el campo magnético de la onda se tiene la relacién

. kxE 1 (3w, . R E,_ . . 3w
B = — = <1OC(3uy + 4uz)> X (5(3uz — 4aiy) cos <1OC(3y +4z) — wt))
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(3w)FE
5(w)(10c¢)

Por separado hacemos el producto vectorial

Y

= B =
10c

[(3tiy + 4ai,) x (3u, — 41iy)] cos ( (By +4z) — wt)

(3t + 41d,) x (3, —4aiy) = |0 3 4|=25i,
0 —4 3

Entonces (3E
B = @2516} cos <

3w

10C(Sy +4z) — wt>

-~ 3F 3w
B="224 il Az —
= 5y, Uz COS <1Oc(3y +4z) wt)

Luego, para el vector de Poyntig se tiene

= 1 =5 5 E E
S = %EXB = 3(31[3 — 4y) cos (fg)c(?)y +4z) — wtﬂ X [?;cu}; cos <fgjc(3y +4z) — wt)]

3E?
10ugc

Y

= G =
10c¢

(310, — 4aiy) X 1iy] cos? ( (By +4z) — wt)
Por separado hacemos el producto vectorial
Uy Uy Uy
[(Buy — 4uy) X tz] =10 —4 3| =1y(0—0)—1y(—3)+u.(—4) = 3uy + 4u,
1 0 0

Asi el vector de Poyntig sera:

3E?

G- 3
10pgc

3
(3tiy + 4ii) cos? <1(;u(3y +4z) — wt)
c

Luego la tasa promedio del vector de Poyntig viene dado por

2p0c 2p0c

<S8 >=
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44. Una ona electromagnética polarizada linealmente, se desplaza en un medio de indice
de refraccién desconocido y tiene un campo eléctrico dado por

- - w
E(7,t) = Eg cos ?(a: —2y+ 2z —ct) —|—g

donde W es conocida, c es la velocidad de la luz en el vacio y Eo (la amplitud vectorial
de la onda eléctrica), es desconocida aunque se sabe que E, se encuentra en el plano xy.
Suponga que al instante ¢t = 0 la componente x del campo eléctrico en el origen tiene un
valor ¥ conocido.

a. Halle el vector ntimero de onda, la longitud de la onda, la velocidad de propagacién
de la onda y el indice de refraccién del medio.

b. Determine los vectores campo eléctrico y magnético de la onda.

c. Si la onda se sale del medio al vacio diga cudnto valen en el vacio su longitud de
onda y su frecuencia.

Solucién: Recordando la expresion general del campo eléctrico
E = Epax cos(lg 7 — wt)

Se puede deducir al comparar la expresién general con la ecuacién que nos da el pro-
blema que el vector nimero de onda es

W
k= — (1iy — 2y, + 2i,)
C

- W - 3W
Este vector niimero onda tendrd médulo |k| = —+/12 + 22 + 22 = |k| = —
c c

2
Para la longitud de onda se tiene la relacién \ = |]_§|’ asi | A = 3—$

Luego recordando que la frecuencia es f = o Y la velocidad en un medio viene dada
T

c
por |9] = —, donde 7 es el indice de refraccién del medio. Tenemos que la longitud puede

ser obtenida también por

lv|  2mc  2mc  2mc

=— = — = =|n=3
Fogw 3w ogw U

c .
Por lo tanto la velocidad de propagacion de la onda serda ¢ = —d, donde el vector d, es

Ui
un vector unitario en la direccién de la propagacion de la onda, es decir podemos obtenerlo

- 5 1
mediante la normalizacién del vector k, por lo tanto d = @ = g(u}g — Uy + 2u).
Entonces

T= d=|iv= g(dx—2dy+2u})

Luego, debemos buscar el vector campo eléctrico con los datos que nos ofrece el
problema. Se sabe que el vector Ej estda en el plano xy, por lo tanto tiene la forma
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Ey = Epiy + Eyiy, ademés la componente x es conocida, es decir , luego como

esta informacién esta relacionada al campo en el origen en ¢ = 0, se tiene

L. . 1~ .
E(0,0) = E, cos(%) = 5Bo = Eutiy + By, = Eo = 2(Bd, + Eyi)

Luego como los vectores k y E son perpendiculares, se establece la relacién

I w
k-Ey=0= (ﬁx—26y+2u})} [2(Biiy + Byiy)) = 0= 2E —4E, = 0 = | E, =
C

o | &y

Por lo tanto
Eg = 2(Eu, + Eyty) = Ey = 2Eu, + Ey

Luego el vector campo eléctrico de la onda viene dado por

> w
E(r,t) = E(2u, + ty) cos [C(x —2y+2z—ct)+ 7?:]

Luego para hallar el campo magnético tenemos

EXE_ 1 |W

B = 7 W ?(u}g — 21y + 2123)} X [E(de + 10y cos [Vr(az —2y+2z—ct)+ 7‘3:”
. EW. . o W _
B= e (g — 21y + 21;) X (2uy + )] cos [C(a: —2y+2z—ct) + 3}

Por separado hacemos el producto vectorial

(=20 +210.) X (2uip+1iy)] = | 1 =2 2 | = 10 (0—2)—tiy (0—4)+1i, (144) = —2ui 4410, +51
2 1 0

Finalmente el vector campo magnético viene dado por

B

E w
—(—2uy + 4y + 5uy) cos | —(z — 2y + 2z — ct) + g
C C

Por ultimo si la onda sale del medio con n = 3 al vacio (n = 1) la longitud de onda

, 27e . . .
serd \g = 3 =g = Wl La frecuencia de la onda no se ve alterada si sale de un medio

al otro, ya que es una propiedad propia de la onda y no del medio donde se propaga.
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45. Una onda electromagnética, polarizada linealmente y que se propaga en cierto medio,
tiene un campo magnético dado por

—

2
B = Byt cos —w(4x —3z) +wt
c

Halle el vector niimero de onda E, la longitud de onda, el indice de refracciéon del medio
y la componente eléctrica de la onda.

Solucién: Este es un ejercicio que no tiene gran dificultad en cuanto a las condiciones
para buscar los elementos ya que de la ecuacion del campo magnético conocemos el vector
maximo Emax, y conocemos la frecuencia angular w, e implicitamente conocemos el vector
nimero de onda E, el cual tiene un pequeno detalle.

Recordemos la expresion general del campo magnético

B = Bs COS(E- 7 — wt)

Observemos que la diferencia del vector dado en el problema con la expresion general,
es que el término wt originalmente estd acompanado de un negativo y esto se debe a que la
funcién coseno permite escribir la expresién original de otra manera, si extraemos factor
comun (—1) en el coseno se tiene

-

B = Bus cos[—(—E- 7+ wt)] = B =B cos(wt — k- 1)

Ya que tenemos dos formas de escribir el campo, observemos que en la ultima que
si definimos el vector k como el obtenido al sacar el producto punto sin considerar una
2w (

anteposicion de un signo negativo, es decir k = 4y — 3u,), debemos considerar que

el campo maximo B, expresado en la ecuacion es en realidad el opuesto al original, es
decir B = — By
Pero por otro lado si definimos el vector maximo como esta explicitamente, tomaremos

, : ) . 2w, . .
el vector nimero de onda con un signo negativo antepuesto, es decir k = —— (4, — 3u,),

y éste sera la manera de definirlo para nuestro problema, para evitar tener problemas con
la busqueda del campo eléctrico. Entonces

- 2
k= — = (4aiy — 3uis)
. , -~ 2w 10w ,
El cual tiene médulo |k| = —+/42 + 32 = —— por lo tanto la longitud de onda se
c c
2 2
obtiene mediante la relacién A = Tﬁ _ e =|\= e
K| 10w dw

Y recordando que la longitud tambien es obtenida mediante

2 2 1
nw dw n 5

A\ =

~|=

Luego, para hallar el campo eléctrico se tiene la relaciéon:

Bo—

L. B 2 9 2
SRRY S A S
w nw | ¢ ¢
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_ 2c . . ~ 2w
= F — 7?30[(4%“ — 34;) X (uy)] cos ?(41“ —32) +wt

Por separado hacemos el producto vectorial

Uy Uy s

(440 — 310.) X (uy)] = [4 0 —=3| = 1ip(0+ 3) — 1y (0 — 0) + 1i-(4 — 0) = 30, + 4i

0 1 0

Finalmente el vector campo magnético viene dado por

con n =10

E = — 22 Bo (3, + 440.) cos | = (4 — 32) + wi
n C
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0.8. ()ptica

Nota: En esta revision sélo se encuentran los problemas de la guia que corresponden
a Optica geométrica que se resuelven usando Ley de Snell. No se resuelven los problemas
de espejos.

47. La figura muestra dos cristales superpuestos, de indi-
ces de refraccién desconocidos 11 y 12, inmersos en aire. El
cristal 2 es una lamina plana de espesor d. El rayo AB se
refracta segin BCD donde los dngulos a y 8 (8 > «) son
conocidos y el rayo CD sale al aire rasante a la superficie del
cristal 2. El punto F es la interseccién de la prolongacién del
rayo AB y la interface aire-cristal 2.

n2

m

a. Halle n1 y n2.

b. Calcule la separacion entre los puntos F y C.

c. Explique qué ocurre con el rayo CD si:

cl. Aumenta ligeramente el dngulo a.

c2. Disminuye ligeramente el angulo a.

c3. Se cambia el cristal 2 por otro de la misma forma pero con distinto indice de
refraccion.

Solucién: Tenemos que para el rayo que se refracta del cristal 2 al aire y pasa rasante,
el 4ngulo con el aire, serd de 7/2. Por lo tanto la Ley de Snell para este rayo es

1
~ sinf

Naire SIN(Y) = M2sin f = 1 =nasin f = |19

Luego para la incidencia del rayo AB en el cristal
1 y la refraccién el cristal 2 se tiene

. . . 1 .
M sina =m2sinf = msina = ——sin g
sin 3
1
=|m ==
sin

Para determinar la distancia entre los puntos
F y C debemos utilizar las relaciones trigonométri-
cas que se encuentran al formar tridangulos de forma
conveniente. Unimos mediante segmentos los puntos
BF, FC, OB y trazamos una vertical que pasa por
C. Con ello hemos obtenidos los triangulos BCO y
BFC.

Para el tridngulo BCO, se conoce el angulo 5 y
el lado BO, usando la relacién trigonémetrica del

coseno, obtenemos que cos f§ = =— = BC = Ademas el angulo desconocido puede

BC cos 3’
ser obtenido mediante la suma de dngulos internos 7 =7/2+f+60 = 0 =7/2 — .

Luego veamos las relaciones en el triangulo BFC, para el dngulo o tenemos la relacién
de angulos opuestos, ademas del angulo 6 calculado anteriormente, con esto se obtiene que
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el angulo ZC'BF es  — «, y finalmente con la suma de angulo internos el dngulo restante
es B+ a.

Con la construccién de este tridngulo se tiene el lado FC que es la distancia que
queremos hallar, como BFC no es rectangulo usamos ley de senos

d _ FC == dsin(8—a)
cos Bsin(m/2 +a)  sin(B — ) = Fo= cos Bsin(m/2 + «)
N ol d(sin 3 cos o« — cos B sin «) ~ d(sinBcosa — cos Bsina)
~ cos B(sin(/2) cos a + cos(m/2) sina) cos 3 cos

FC = d(tan 8 — tan )

Rayo CD: Veamos que ocurre con este rayo bajo las situaciones planteadas. Para ello
primero establecemos las relaciones de la Ley de Snell

M1 sina = g sin B Nosin f = sin~y

De donde se obtiene que 1 sina = siny donde « es el angulo que forma el rayo CD al
salir el aire. Veamos que si

Aumenta ligeramente «, el valor del seno se incrementa por lo tanto por la propor-
cionalidad establecida por la relaciéon 7; sin o« = sin -y tienda a incrementar el sin -y, lo cual
si se quiere que el rayo CD pase rasante no seria posible ya que el seno no puede ser mas
grande que 1, por lo tanto no seria posible la refraccion en el aire si se aumenta el valor
de a.

Disminuye ligeramente «, el valor del seno disminuye por lo tanto por la propor-
cionalidad establecida por la relacién 7; sin a = sin, el valor de v disminuye y como ~y es
el dngulo que forma la vertical con el rayo, el rayo sale del cristal 2 con una inclinacién -,
por lo que se refracta hacia afuera, pero no rasante.

Si se cambia 752, debemos comparar con otra relacién para ello usamos 72 sin 5 = sin 7.
Si 19 es un poco mayor, no seria posible la refraccién y si es ligeramente menor 7y sucede
lo mismo que cuando se disminuye «, se refracta con una inclinacién menor a 90 grados.
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48. La figura muestra un medio de indice de refraccién
12, limitado por caras planas paralelas, de espesor a, inmerso
en otro medio de indice n1, (M < 12).

Demuestre que para un rayo que atraviesa el medio 2, la
direccién de propagacion del rayo emergente es paralela a la
del rayo incidente. Calcule el desplazamiento lateral d de los
rayos para un angulo de incidencia a. Demuestre que para «
ac(n2 —m)

2

pequeno se cumple que d ~
Solucién: Supongamos que el rayo se refracta en el medio

2 con angulo § y cuando sale de nuevo al medio 1 con un

angulo 0. Por la Ley de Snell se deben satisfacer las relaciones \tq

nisina = nesin 8 Mo sin 8 = ny sin 6

Si combinamos ambas ecuaciones se obtiene la igualdad

msina =17 sinf = sina =siné :>

Por lo tanto concluimos que el rayo entra y sale con la misma inclinacién.

Ahora buscaremos la distancia de separacién en-
tre los rayos paralelos, para ello construimos los C
tridngulos ACB y OCB con los que usando relacio-

o-p

nes trigonométricas encontraremos d. \ Lo 0]
o (@)
(P
%
Con el primer tridngulo ACB son conocidos el C d

lado AC y el 4ngulo 3 con esto es posible obtener la
a — a
ipotenusa del mismo cos /3 2o cos B a
Luego tenemos el tridngulo OCB que también es
rectangulo y donde conocemos el lado BC'y el angu- C
lo faltante se obtiene mediante la relacién del angulo

opuesto de « y la resta con el angulo 3, obtenien-

do que el dngulo restante 3 — a. Para este tridngulo @
ussamos la relacién del seno & B
d sin(a —
sin(fa — B) = :>d:7al( 8)
acosf cos 3

Pero de la relacién de la Ley de Snell, se obtien

. m .
que sin f = —sina.
72
Entonces

asin(a — B)  a(sinacos S — cosasin ) ( , sin,@’cosa)
=a|siha — ———

d= cos 3 - cos 3 cos 3

=d=a (Sina— msinacésa) =asina <1 — mcf)soz)
72 sin 3 72 sin 8

2
cosff=1/1—sin? B = \/1— <msina>
2
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Ahora trabajemos con la aproximacién de un dngulo « pequetio lo cual permite estable-
cer que sina & 'y como esto ocurre cos a &~ 1, a la vez como se cumple por la Ley de Snell
la proporcionalidad entre los &ngulos, al considerar o pequeno, también aproximadamente

lo serd 3, es decir sin S ~ B y cos 8 ~ 1
Por lo tanto para la distancia tenemos

d=asina <1— mcf)sa> A ax (1 — 771) — ao <772 —771) N
79 Sin 8 M2 s

49. Un rayo de luz llega a una placa cuadrada de cristal, como
se muestra en la figura. ;Cudl debe ser el indice de refraccién del
cristal para que ocurra reflexién total interna en la cara vertical?

Solucién: Suponemos que el rayo al incidir sobre la placa de
cristal se refracta con un angulo 3, que se relaciona con la Ley de
Snell

sin 6

nsin B = (1)sinf = sinff =

Luego al incidir de nuevo al cristal se quiere que ocurra refrac-
cién total interna para ello se debe cumplir que el angulo con la
vertical (perpendicular a la tangente a la superficie de incidencia)
sea de m/2. Por lo tanto usando Ley de Snell tenemos

nsin(g - B)=(1) sin(g) =mncosf =1

Pero cos 8 = /1 — sin? /3, entonces

o\ 2
17(:085:1:>m/1—sin2521$m/1—(Sm > =1
n

d ~ CLO[(?’]Q - 771)
2
n
o
p
P m/2-
/2 P

n? —sin® 4
=17 72:1:\/772—sin29:1:> n=1+/1+sin?pB
n

FIN.

Tipeado en IXTEX
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